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 مقدمه 
 

باشد که مبتنی بر تجربیات نگارنده طی سالیان ادامه کتاب مکانیک سیالات جلد اول میکتاب حاضر 

لزوم نگارش این کتاب از آنجا برآمد که طی سالیان اخیر و پیشرفت  است. تحصیل و تدریس حاصل شده

و دینامیک آن، بسیاری سیتی( حاصله در زمینه مفاهیم اساسی مکانیک سیالات مثل مفهوم چرخش )ورتی

هایی از قبیل گرداب، آشفتگی و حتی لایه مرزی دچار تغییرات از توجیهات و تفکرات مربوط به پدیده

های دینامیک سیالات، لزوم بیان مفاهیم و پدیدهتر شدن محسوسی شده است. براین اساس و براساس شفاف

 تر گردید.ستر بر نگارنده محسوتر و در عین حال نوینمستدل

مهندسی مکانیک کارشناسی  2لذا در کتاب حاضر که عمدتاً مبتنی بر سر فصل درس مکانیک سیالات 

تنظیم گردیده است، دانشجویان محترم با نگاهی جدید و برآمده از اصول دروس پیشنیاز و آخرین 

تر و مفاهیم هر چه اساسیتا گردند و تلاش بر آن بوده دستاوردهای قابل بیان در سطح کارشناسی آشنا می

نگردد. در  است های سطحیبا ریشه و عمق بیشتری تفهیم گردد تا دستخوش فراموشی که ناشی از برداشت

پایان از کلیه دانشجویانم که در نگارش این کتاب یاری نمودند، بخصوص جناب آقای مهندس حامد محدث 

 دیلمی کمال تشکر را دارم.

 

 

 فردنیما امانی                                                                                                                                 

 دانشیار تبدیل انرژی                                                                                                       
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 مقدمه  1-1

گردد و بدیهی است این پدیده با جریان سیال در واقع یک کرنش بزرگ از یک محیط پیوسته تلقی می

سنجش تغییر وضعیت جرم نسبت به یک مختصات مشخص در واقع که  ،حرکت یک ذره یا جسم صلب

باشد و کرنش در داخل محیط دارای توزیع می که تنش و در نتیجه آنجاییکهباشد. از می است، کاملاً متفاوت

. از این جهت در رفتار مشابهی دارد، لذا نرخ زمانی کرنش نیز مکان دارای تغییرات احتمالی است نسبت به

دارای توزیع )تابعیت نسبت به مکان(  کند و لذامی بعیتنرخ کرنش سیال ت ازسرعت که  ،جریان یک سیال

کاملاً متفاوت است. مثالی از توزیع  ،ر سرعت در خصوص ذرات و اجسام صلببوده و از این حیث با تعبی

یک تیر یک  1-1در شکل  مشاهده نمود. تیریک  شتوان در مسئله آشنای خمتنش و کرنش را می

و توزیع تنش و کرنش در مقطع تیر به وجود آمده و وجود محورخنثی  خم شده Fردار تحت نیروی یسرگ

 یعنی کرنش صفر گویای این مطلب است. 

 

 

 

 

 

 .خمش تیر یک سر گیردار1-1شکل 

توان از نوع تغییر شکل را می یک تغییر شکل الاستیک است اما در جریان سیال 1-1البته موضوع شکل 

همواره وجود داشته و  نیز ای، کرنش زاویههای برشی وجود دارندتنشپلاستیک تعبیر نمود و تا هنگامیکه 

تواند توان دریافت که نگرش تحلیل دینامیکی چنین حرکتی نمیبر اساس این دیدگاه می است. متصور

چرا که انتخاب یک ذره مادی مستقل با  ،قابل تحلیل باشد "از دیدگاه لاگرانژی"همانند دینامیک یک ذره 

ای ندارد تا بتوان ذره مورد بحث را دنبال نمود. به همین معیار مشخص و تعریف شده ،گی سیالفرض پیوست

توان بهره جست که برای این منظور طراحی و مطرح گردیده است. دلیل از دیدگاه دیگری در دینامیک می
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 1مکانیک سیالات  و 1ست. با این دیدگاه در دروس ترمودینامیک اسوم وم "دیدگاه اویلری" این دیدگاه به

به عنوان پنجره یا قاب مطالعاتی در دل حرکت  "معیارحجم  " یا "حجم کنترل". مطرح شدن ایمآشنا شده

است. اساس این دیدگاه مبتنی بر در نظر گرفتن یک پنجره فرضی و  "دیدگاه اویلری"سیالات همان 

مختلف  و خروجی ورودی مترهایپاراباشد و تناسب بین ال مییدر میدان حرکت س )غیر متحرک(ثابت

گیرد. قبلاً به صورت ضمنی با این دیدگاه در مقیاس و انرژی مورد ارزیابی قرار میممنتم  ،جرم مانندحرکت 

ایم. در این بخش هدف یافتن فرم دیفرانسیلی آشنا شدهممنتم لات انتگرالی پیوستگی و دبزرگ به عنوان معا

گردد. تنها به کمک و حرکت سیال تلقی می ریاضی مکانیزم تغییر شکل  ل، که در واقع مدباشدمعادلات می

، تنش و دیگر پارامترهای حرکت در میدان سیال دست یافت و عتتوان به توزیع سراین نوع معادلات می

 های انتگرالی قادر به پیش بینی این شرایط نیستند.حجم کنترل

 

 فرم دیفرانسیلی معادله پیوستگی   1-2

 در این بخش همانگونه که در مقدمه توضیح داده .پیوستگی نماد ریاضی قانون بقای جرم است یمعادله

 یشود و منجر به معادله دیفرانسیل، قانون بقای جرم نسبت به یک حجم کنترل دیفرانسیلی ارزیابی میشد

ست و آن استفاده از تنها گذاری بسیار واضح اگویند. دلایل این نامپیوستگی می یگردد که به آن معادلهمی

به همین منظور حجم کنترلی به ابعاد  شرط حصول این معادلات یعنی پیوستگی محیط حرکت است.

انتخاب نموده و میدان حرکت سیال را از سمت  xyz را نسبت به مختصات کارترین zδو  xδ ،yδکوچک 

(روی این شکل سطوح با  2-1)شکل  گیریم.ها در نظر میمنفی محورهای مختصات به سمت مثبت آن

وجهی با راستای محور عمود بر وجه و جهت بردار عمود  6این سطوح اند. نماد قرارداد خاصی مشخص شده

یعنی سطحی که بردار  x+ وجه شود. به عنوان مثالتعریف مینسبت به محور مختصات مربوطه سطح بر

 جهت آن هم سو با جهت مثبت محور است. به این ترتیب از این پس ها بوده و xنرمال آن در امتداد محور 

، پارامترهای همانطور که قبلاً توضیح داده شد شود.می انجام نماد وجه موردنظر براساستمامی محاسبات 

 :، یعنیوزیع در میدان حرکت هستندجریان دارای ت
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 دیفرانسیلی در مختصات کارتزینحجم کنترل  2-1شکل

 

),,,( (                   )چگالی(1 -1) tzyx   

),,,( )بردار سرعت(        (            1-2) zyxtVV   

                                                                                                                          

 :های سرعت تفکیک کردتوان به مؤلفه( را می2-1که رابطه )

(1-3 ) kzyxtwjzyxtvizyxtuV ˆ),,,(ˆ),,,(ˆ),,,(   

مفروض در نظر  oمحاسبات چگالی و سرعت را در مرکز حجم کنترل یعنی نقطه  ،به منظور سهولت

 :یعنی ،گیریممی

),,,( ( الف -1-4) tzyx0    

),,,( ( ب -1-4) zyxtVV o   

محاسبه دبی جرم عبوری از وجوه حجم کنترل  به توان با استفاده از روابط انتگرالیدر این شرایط می

 گردد:دانیم دبی جرمی برای یک سطح مفروض از رابطه زیر محاسبه میپرداخت. همانطور که می

(1-5 ) dAVm
A

.   

وجوه به شرح زیر قابل ی محاسبه دبی جرمی وجوه حجم کنترل با در نظر گرفتن نماد بر این اساس رابطه

 :محاسبه است

dAVm ( الف-1-6)

x
A

x
.



    
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dA.Vm ( ب-1-6)

x
A

x 


   

dA.Vm ( پ-1-6)

y
A

y 


   

dAVm ( ت-1-6)

y
A

y
.



   

dAVm ( ث-1-6)

z
A

z
.



   

dAVm ( ج-1-6)

z
A

z
.



   

به  zδو  xδ ،yδفرض شده بسیار کوچک در نظر گرفته شده است بنابراین به دلیل اینکه المان حجمی

منظور نیل به فرم دیفرانسیلی به سمت صفر میل داده خواهند شد. علامت انتگرال عملاً کاربردی نداشته و 

 توان دبی جرمی وجوه را از روابط زیر تعیین کرد:می

zyum ( الف-1-7)
xx

   )(  

zyum ( ب-1-7)
xx

   )( 

zxvm ( پ-1-7)
yy

   )( 

zxvm ( ت-1-7)
yy

   )( 

yxwm ( ث-1-7)
zz

   )( 

yxwm ( ج-1-7)
zz

   )( 

ر و تعریف چگالی و سرعت در نقطه و( به شرح زیر بر حسب بسط تیل7 -1وجوه در رابطه ) داراجزاء نمایه 

 گردد:محاسبه می oمرکزی 

(1-8 ) ...)
2

(
)(

)()( 





x

x

u
uu

x


  

(1-9 ) ...)
2

(
)(

)()( 





y

y

v
vv

y


 

(1-11 ) ...)
2

(
)(

)()( 





z

x

w
ww

z


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دبی جریان خروجی علامت  ودبی جریان ورودی علامت منفی  ،که بر اساس قرارداد ضرب داخلی یآنجایاز 

های جرمی عبوری از وجوه برابر دبی خالص خروجی از حجم کنترل خواهد ، لذا جمع دبیاندیافته مثبت

 یعنی: ،بود

(1-11 ) 

....)
2

(
)(

)(...)
2
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)(
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2
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)(...)
2

(
)(
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...)
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)(...)
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
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














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
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


















z

z

w
wyx

z

z

w
w

y

y

v
vzx

y

y

v
v

x

x

u
uzy

x

x

u
umnet



















 

 ( برابر است با :11 -1عبارت ) 

(1-12 ) zyx
z

w

y

v

x

u
mnet 

























 ...

)()()(
 

یا  xδ ،yδل یکی از توان هایم( شامل جملاتی است که حداقل شا12 -1عبارت نقطه چین داخل رابطه )

zδ چین زودتر از بقیه عبارت نقطه  ،است. بنابراین در شرایطی که این مقادیر به سمت صفر میل نمایند

 هستند. zδو  xδ ،yδچرا که دارای توانهای بالاتری از مقادیر خیلی کوچک صفر خواهند شد، 

از داخل بایستی کنترل می حجم دبی جرمی خالص خروجیشود، بقای جرم دریافت میاز آنچه که از قانون 

. نرخ کاهش جرم در حجم کنترل است بر( برا12 -1حجم کنترل تأمین گردد و به عبارتی حاصل عبارت )

 :گردداین نرخ از رابطه زیر محاسبه می

 نرخ کاهش جرم در حجم کنترل      ( 1-13)



 zyx

t


)(
 

نسیل قانون ( و به سمت صفر میل دادن ابعاد حجم کنترل فرم دیفرا13 -1( و )12 -1از برابری دو رابطه )

 :شودزیر حاصل می ه به شکلمحیط پیوستبقای جرم در 

(1-14 )     0
)()()(





















z

w

y

v

x

u

t


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، جرم است بقایاست. این معادله نه تنها نماد ریاضی قانون  "معادله پیوستگی"( موسوم به 14 -1معادله )

تغییر شکل، نمادی از شرط پیوستگی نیز پیوسته بودن محیط  و آن بلکه به دلیل استفاده از یک شرط

 :توان نتیجه گرفت( صدق نکند، می14 – 1باشد. بنابراین هر گاه میدان سرعتی در معادله )می

 یط پیوسته غیرممکن است.چنین میدانی در یک مح -الف

 باشد.محیط موردنظر پیوسته نمی -ب

0ثابت( و پایدار زمانی )در یک جریان غیرقابل تراکم )  1-1مثال 




t
سرعت اویلری به  ی، رابطه(

jyixV ورتص ˆˆ  است؟ی ممکن سرعت ، آیا چنین میدانتعریف شده است 

 حل:

 :ثابت است ، زیرا شود( به شکل زیر ساده می14 -1) رابطه

0   (  1 -1 -)م
y

v

x

u










 

 :توان دریافتهمچنین از رابطه سرعت می

yvxu   (  2 -1 -)م  , 

 :یابیم( درمی1-1 -( و تشکیل )م2-1 -با اعمال )م

011                                                                    

 یعنی چنین میدانی وجود نداشته و یا محیط این میدان پیوسته نیست.

 

 :گرادیان به شکل زیر نمایش داد لگرتوان به کمک عم( را می14-1معادله )

(1-15  )   0V
t








. 

تغییرات  ،رابطه در جریان غیرقابل تراکم به شکل زیر ساده خواهد شد چون در جریان غیرقابل تراکم این

 در مقایسه با تغییرات سرعت بسیار ناچیز و قابل اغماض است.چگالی 

(1-16  )   0V . 
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تراکم بودن جریان و نه غیرقابل ( غیرقابل 16 -1در اینجا توجه به این نکته که فرض مورد نظر در رابطه )

و  غیر قابل تراکم نبوده ایاساساً هیچ سیالی یا محیط پیوسته. داردهمیت ابسیار  است، تراکم بودن سیال

 در مقایسه بایک سیال  آیا نرخ کرنش حجمی توان دریافت کههنگام اعمال تنش و تغییر شکل می تنها در

( کاملاً هویدا و 16 -1به همین دلیل از رابطه ) ک است یا خیر.)تغییر سرعت( کوچای آنهای زاویهکرنش

قابل استنباط است که معنای این رابطه چیزی به غیر از صفر بودن کرنش حجمی در جریان سیال نیست. 

 گردد.اد ریاضی کوچک بودن کرنش حجمی میچگالی منجر به نمعدم به عبارت دیگر فرض تغییرات 

دیگر معادله پیوستگی را نیز نمایش داد. برای این منظور از یک عملگر  هایشکلتوان ( می14 -1از رابطه )

 توان سود فراوان جست.یابد میا میکه تنها در دینامیک اویلری و در میدان سرعت معن

 :شودکه به صورت زیر بیان می"مشتق اساسی"این عملگر عبارت است از 

(1-17  )   
z

w
y

v
x

u
tDt

D



















 

گردد که یک میدان سرعت همانند محمل و مرکبی ز آنجا در یک میدان سرعت مطرح میاین عملگر ا

به مکان های مختلف توزیع را  ...، آنتالپی و ، انرژی داخلی، دماممنتم ،جرم پارامترهای مختلفی مثل

ده و جمله بو "جابجایی"( به همین دلیل موسوم به جملات 17 -1نماید و سه جمله راست عبارت )می

بدون  و تنها نسبت به عوامل متغیر با زمان ،مشتق زمانی نیز تغییرات پارامتر مورد نظر را در میدان سرعت

زیرا در موضعی  ؛نامندمی "موضعی"به همین منظور آن را تغییرات  و نمایدمحاسبه می ،جاییبتوجه به جا

 دارد.تغییرات را نسبت به زمان بیان می ،مشخص

 :( داریم14 -1کردن مشتقات عبارت )با باز 

(1-18  )   0
z

w

y

v

x

u

z
w

z
v

x
u

t



































)(


 

 :داریم (17 -1)بر اساس تعریف رابطه  و در نتیجه

(1-19  )   0V
Dt

D
 .


 

 است. یوستگیمعادله پ یعملگر جیرا یهااز فرم گرید یکی زی( ن19 -1رابطه )
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 حالت زیر فرم محتملی برای سرعت بیابید.در یک جریان یک بعدی در دو   2 -1مثال 

 بل تراکم و پایدار زمانیایان غیرقرج -الف

 جریان غیرقابل تراکم و متغیر زمانی -ب

 :حل

، یان است که حسب تعاریف انجام شدهنکته مهم قبل از حل این مسئله توجه به یک بعدی بودن جر یناول

بستگی داشته و ابعاد هندسه تعیین کننده تعداد بعد چند بعدی بودن یک جریان تنها به هندسه موردنظر 

( خواهد بود و اساساً ابعاد دیگر xمسئله است. لذا یک جریان یک بعدی تنها تابع یک بعد هندسی مثلاً )

یک  ،برای سرعتو طبعاً  هلذا جریان یک بعدی یعنی جریانی که تابع یک مختصه بودنیست.  قابل تصور

 :یعنی مؤلفه بیشتر وجود ندارد

ixtuV ˆ),( 

 :( داریمفبنابراین در شرایط )ال

)(xuu  

 :شودحاصل می uو با توجه معادله پیوستگی تنها فرم محتمل 

constu0
dx

du

x

u




 

 :در شرایط )ب( خواهیم داشت

),( xtuu  

dx
x

u
dt

t

u
du









 

 :بر اساس رابطه پیوستگی

0
x

u





 

:و در نتیجه  

)(tfu
t

u

dt

du
dt

t

u
du 









  
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 :توان نتیجه گرفتهای قسمت )الف( و )ب( میجواب یاز مقایسه

های حل های متفاوت و با روشجواب ،برای هر دو حالت سیلندیفرا یبا وجود یکسان بودن معادله -1

 نسبتاً متفاوت حاصل گردید.

توان بدون به تنهایی یک مسئله نبوده و نمی معادله دیفرانسیل مشتق جزئی شود که یکیادآوری می -2

کرد و لذا معادله پیوستگی  تعیینتعیین شرایط مرزی و اولیه آن را حل نمود و جواب عمومی برای آن 

 شود.خاص مجدداً حل میدارای جواب یکه و عمومی نیست و برای فیزیک 

دیگر سرعت  یتعریف شده است. مؤلفه  u=x یمولفه  xyصفحه  برای یک جریان دو بعدی در 3-1 مثال

 فرمی محتمل است؟ چه برای جریان دائمی و غیرقابل تراکم به yدر راستای 

 حل:

 :( داریم16 -1و دائمی از رابطه ) از پیوستگی یک جریان دو بعدی ، غیرقابل تراکم

0
y

v

x

u









 

 :داریم u=xبا اعمال 

)(xfyv1
y

v




 

که در هر مسئله با توجه به شرایط مرزی  در آن صادق است. f(x)بوده و هر تابع  v، فرم متحمل فرم فوق

 تعیین خواهد شد.

 

 ممنتم یمعادله یفرم دیفرانسیل  1-3

، یک حجم کنترل شد دیدهبقای جرم  یبرای حصول فرم دیفرانسیلی معادله 2-1شبیه آنچه در بخش 

 (1-1. )شکل شود میکوچک مکعبی در سیستم مختصات کارتزین فرض 

از وجوه حجم کنترل  ممنتمابتدا شار عبوری خالص  ،ممنتمبرای به دست آوردن فرم موردنظر معادله 

را در سه  ممنتمتوان می ،شود. به همین منظور بر اساس رابطه انتگرالی محاسبه شار از وجوهیم محاسبه
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با نمایه وجوه شکل  xدر راستای  ممنتم، ولت و ساده تر جلوه کردن معادلاتجهت محاسبه کرد. برای سه

 شود.می حاسبهم( 1-1)

از وجوه در معرض مؤلفه سرعت  یهای جرمی عبوربرای این محاسبات باید به این نکته توجه نمود که دبی

از وجوه  xدر راستای  ممنتمنمایند. بنابراین مختلفی ایجاد می منتمیهای مجمله، در راستای مختلف

 :ششگانه عبارت است از

(1-21 ) zy
x

x

uu
uumomx

x



 













 ...

2

)(
)(  

(1-21 ) zy
x

x

uu
uumomx

x



 













 ...)

2
(

)(
)( 

(1-22 ) zx
y

y

uv
uvmomx

y



 













 ...)

2
(

)(
)( 

(1-23 ) zx
y

y

uv
uvmomx

y 


 












 ...)

2
(

)(
)( 

(1-24 ) yx
z

y

uw
uwmomx

z



 













 ...)

2
(

)(
)( 

(1-25 ) yx
z

y

uw
uwmomx

z



 













 ...)

2
(

)(
)( 

محاسبه شده است. اکنون با استفاده از تعریف جرم و  ممنتمجهت بردار  یاندیس بالایی نشان دهنده

 یعنی: ،را محاسبه نمود xحجم کنترل در راستای  ممنتمتوان مقدار نرخ تغییرات در حجم کنترل می ممنتم

(1-26 ) zδyδxδ
t

uρ






 xنرخ افزایش ممنتم حجم کنترل در راستای )(

 :عبارت است از xدر راستای  ممنتمبنابراین برآیند 

(1-27 ) 
2( ) ( ) ( ) ( )

...x u u vu wu
mom x y z

t x y z

   
  

    
     

    
 

 :نوشت zو  yرا در راستای  ممنتمتوان برآیند به همین ترتیب می

(1-28 ) zyx
z

wv

y

v

x

uv

t

v
mom y 






























 ...

)()()()( 2
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(1-29 ) 
2( ) ( ) ( ) ( )

...z w uw vw w
mom x y z

t x y z

   
  

    
    

    
 

 

، به محاسبه نیرو یعنی نیروهای وارد بر حجم کنترل ممنتمر این بخش برای محاسبه طرف دیگر معادله د

به دو دسته بدنی و سطحی تقسیم نیروهای وارد بر حجم کنترل  اساساً شود.می در هر سطح پرداخته

شود و نیروهای سطحی ناشی از گرفته میبدنی مؤثر نیروی ثقل در نظر  یشوند. در اینجا تنها نوع نیرومی

به صورت را  1-1( نیروهای وارد بر حجم کنترل شکل 3 -1حاکم بر جریان است. شکل )میدان تنش 

میدان تنش روی وجوه مثبت تعریف شده و به طریقی که گفته شد مقدار در آن  کهدهد مینمادین نمایش 

 :شودبه شرح زیر محاسبه می xنیرو در راستای 

 

 

 

 

 

 

 

(1-31) 

 

 

 

...)(

)()(













































zyxgyxz
x

yx

zxy
x

zxzyx
x

zyF

xzx
zxzx

yx
yxyx

xx
xxxx

x














 

ر میدان تنش وناشی از بسط تیل یبالاتر دیفرانسیل ی( بیانگر جملات مرتبه31-1) یچند نقطه در رابطه

ها روی وجوه منفی در جهت مخالف در نظر گرفته شده و بر حسب ست. لازم به توجه است مقادیر تنشا

  ،(31-1ر محاسبه گردیده است. با خلاصه کردن رابطه )وبه کمک بسط تیلمقادیر تنش وجوه مثبت 

 xF شودبه فرم زیر محاسبه می:  

 .روی حجم کنترلنمایش میدان تنش و نیروی بدنی  3-1شکل
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(1-31 ) zyxg
zyx

F xzxyxxxx 


...)( 













  

 شود:به صورت زیر محاسبه می zو  yبه همین ترتیب نیرو در راستاهای 

 

(1-32 ) zyxg
zyx

F yzyyyxyy 


...)( 













  

(1-33 ) 
zδyδxδgρ

z

τ

y

τ

x

τ
F zzzyzxzz ...)( 














  

وابط و ( اندیس بالایی نمایانگر جهت است. با برابر قرار دادن متناظر این ر33 -1( تا )31 -1در روابط )

 شود که در آن ابعاد حجمبه شکل زیر حاصل می ممنتم، معادلات دیفرانسیلی (29 -1( تا )27 -1روابط )

 :کنترل به سمت صفر میل نموده است

(1-34 ) 
2( ) ( ) ( ) ( ) yx xxx zxu u vu wu

g
t x y z x y z

    


    
      

      
 

(1-35 ) 
2( ) ( ) ( ) ( ) xy yy zy yv uv v wv

g
t x y z x y z

     


     
      

      
 

(1-36 ) 
2( ) ( ) ( ) ( ) yz zxz zzw uw vw w

g
t x y z x y z

    


    
      

      
 

کارگیری این معادلات برای ه بجهت  هستند. "ریناو"( معروف به معادلات 36 -1( تا )34 -1معادلات )

و میدان سرعت  ای بین تنشرابطهوجود رود، مسئله در سیالات بشمار میمهمترین  که تعیین توزیع سرعت

( بر اساس 1958ور )دهای در سال "کسواست"نام ه باشد. بدین منظور دانشمندی ببسیار با اهمیت می

کرنش  روابطی بین تنش و نرخ ،الاستیکشکل  خطی بودن روابط بین تنش و کرنش در ناحیه تغییرفرض 

 :عنی سرعت به صورت زیر ارایه نمودی

(1-37 ) 2
. 2

3
xx

u
p V

x
  


    


 

(1-38 ) 2
. 2

3
yy

v
p V

y
  


    


 

(1-39 ) 2
. 2

3
zz

w
p V

z
  


    


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(1-41 ) ( )xy yx

v u

x y
  

 
  

 
 

(1-41 ) )(
z

v

y

w
μττ zyyz









 

(1-42 ) )(
z

u

x

w
μττ zxxz









 

انتخاب ضریب تناسب خطی بین  ،کرددر فرضیات استوکس بدان اشاره  توانکه می از نکات مهمی

 دینامیکی لزجتهای برشی است که به تنش برشی و یهاکرنش  همچنین باید توجه موسوم است .

فشار  pوپ فرض شده و رفتار مکانیکی سیال به جهت بستگی ندارد. در روابط فوق رداشت سیال ایزوت

ل مطرح گردد که در شرایط ترمودینامیکی بوده و تانسور تنش متقارن است. در اینجا امکان دارد این سؤا

متقارن است، اما آیا در شرایط دینامیکی سیال تعادل اصل  براساس(( 43-1تانسور تنش )رابطه ) ایستایی

 آیا بازهم تانسور تنش متقارن است؟ ،اصل تعادل صادق نیست که اساساً

(1-43 ) 


















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij







 

 به اثبات رسیده است.جاری یک سیال  اصل تقارن تانسور تنش در [19]و  [2]مراجع در 

از پارامترهای  ایاست. تانسور نمایانگر خانوادهنیز مفید سیالات مباحث در  "تانسور" یاشاره به واژه

یک است نام برد.  یتوان بردار را که یک تانسور مرتبهماهیت واحد است. از این دسته می یک یکنندهبیان

های آن الزامی است و لذا یک بردار با استفاده از یک برای بیان یک بردار معرفی مؤلفه دانیممیهمانطور که 

 بیان زیر را بازنویسی کرد: aتوان برای بردار . یعنی میشودمیاندیس مستقل بیان 

(1-44 ) ),,(ˆ zyxieaa ii  

در حساب تانسوری تکرار یک  است. z یا x ، yبردار یکه در یکی از جهات  ieبیانگر بردار یکه و  𝑒̂که 

 داریم: 𝑖 اندیس برای zو  x، yیعنی با اعمال  ،اندیس به معنی جمع است

(1-45 ) ),,(ˆˆˆˆ zyxieaeaeaeaa zzyyxxii  
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 هایچون میدان تنش با اندیس ببه همین ترتی .صفر است یتانسوری از مرتبه ،به همین شکل یک اسکالر

مرتبه دو است زیرا با دو اندیس بیان عناصر آن یک تانسور  ماهیت ،گرددمربوط به سطح و جهت معین می

ها از جبر خطی و عملیات جبر ماتریس توانبنابراین می توان آنرا با یک ماتریس نمایان ساخت.شود و میمی

 استفاده نمود.نیز

( جملات 36 -1( تا )34 -1تم بسیار کارآمد است. در روابط )ممناین توضیحات برای ساده نویسی معادلات 

 :ادتوان به صورت زیر نمایش دش در سمت راست این معادلات را میامل تنش

(1-46 ) 





































































































yyy

yyy

yyx

zyx

zzzyxz

yzyyyx

xzxyxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij













. 

 :نوشت و نهایتاً به شکل زیر داریمتوان به فرم برداری دیگر سمت چپ روابط یاد شده را میاز سوی 

(1-47 ) g
z

Vw

y

Vv

x

Vu

t

V
ij 






















.

)()()()(
 

 :، یعنیتر نمود، سادهتقات مربوطهمشتوان با مرتب نمودن سمت چپ و این معادله را می

 (1-48 ) g
z

w

y

v

x

u

t
V

z

V
w

y

V
v

x

V
u

t

V
ij

III




 






































.)

)()()(
()(

    

 

نیز به شکل  Iپیوستگی است و قسمت  یزیرا برابر معادله ،برابر صفر است II( قسمت 48-1) یدر رابطه

 :زیر خواهد بود

(1-49 ) 
z

V
w

y

V
v

x

V
u

t

V

Dt

VD



















 

 :( را به صورت زیر بیان داشت47 -1توان رابطه )بنابراین می

(1-51 ) g
Dt

VD
ij   . 

شرط پیوستگی به صورت زیر مرتب در حالت کلی و تنها با  ممنتمهای استوکس معادلات تنشبا اعمال 

 شود:می
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(1-51 ) 

2
( . 2 )

3

( ) ( ) x

Du u
p V

Dt x x

v u w u
g

y x y z x z

  

  

 
    
 

       
              

 

(1-52 ) 

2
( ) . 2

3

( ) y

Dv v u v
p V

Dt x x y y y

w v
g

z y z

   

 

       
         
       

   
   
   

 

(1-53 ) 

( ) ( )

2
. 2

3

z

Dw w u w v

Dt x x z y y z

w
p V g

z z

  

  

       
             

  
        

 

 موسوم است.  "استوکس – ناویر"( به روابط53 -1( تا )51 -1روابط )

  :دانشجویان( ی)اثبات به عهدهشود غیرقابل تراکم به شکل زیر ساده میاین روابط برای جریان 

(1-54 ) VgP
Dt

VD 2  

( به شکل 54 -1های غیر لزج رابطه )، برای جریانهای آتی بدان اشاره خواهد شددر شرایطی که در بخش

 :موسوم است "اویلر "و به معادلات زیر ساده خواهد شد

(1-55 ) DV
p g

Dt
    
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 فصل اول اتتمرین

یک میدان سرعت به صورت    1-1
22 yx

x
u


   و

22 yx

y
v


 آیا برای یک جریان ، است رفی شدهعم

 ؟توان چنین میدانی را متصور بوددو بعدی، غیرقابل تراکم و دائمی می

jyixVبا رابطه ، میدان سرعت غیرقابل تراکم و دائمیی، در یک جریان دو بعد   1-2 ˆˆ   معرفی شده

 ای برای شتاب این جریان ارایه نمایید.است. رابطه

عبارتی برای تغییرات شتاب در امتداد محور شیپوره  مطابق شکل زیر در جریان داخل یک شیپوره   1-3

 ارایه نمائید.

  

 

 

 

 

 

ای به گی را برای سیستم مختصات استوانهپیوست یرابطه ،با استفاده از یک حجم کنترل مناسب  1-4

 دست آورید.

. برای پخت کیک با شودزلی بر روی ریل متحرک پهن می، خمیر کیک از نادر سیستم کیک پزی   1-5

سانتی متر باشد. اگر دبی خمیر خروجی از  21تا  15ضخامت پهن شدن کیک باید بین  ،کیفیت مناسب

 ، بر اساس دستور تولیدنازل
m3

s
 5سرعت مجاز ریل را تعیین نمائید. )عرض کیک  محدوده ،باشد 25/1 

 .(سانتی متر است

از انتهای بسته سیلندر قرار دارد، چگالی  L= 15/1ای که پیستون در فاصله در شکل زیر در لحظه   1-6

از انتهای بسته شروع به  m/s 12 =Vاست و پیستون با سرعت   m kg/ 18= ρ 3مقدارگاز، یکنواخت و با 

کند. حرکت گاز یک بعدی است و با فاصله از انتهای بسته متناسب است و از سرعت صفر در دور شدن می

1 

6a 

ou 

3 
a 1 
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بیابید. کند. آهنگ تغییر چگالی گاز را در این لحظه در پیستون به طور خطی تغییر می V  =uانتها تا 

 عبارت چگالی متوسط را به صورت تابعی از زمان به دست آورید.

 

 

شود. یعنی استفاده میدو بعدی جریان در جریان دائمی و غیرقابل تراکم در داخل مجاری از تقریب    1-7

سرعتی به صورت  مستقل تعیین کننده است. اگر میدان تنها دو متغیر
2

0 (1 )

0

u u y

v

  



آیا چنین  ،باشد 

 ؟ چرا؟میدانی ممکن است

𝑢های میدان سرعتی با مولفه   1-8 = 0 ،𝑣 = −𝑦3 − 4𝑧   و𝑤 = 3𝑦2𝑧 .معرفی شده است 

 الف( این میدان چند بعدی است؟چرا؟

 ب( آیا این جریان غیر قابل تراکم است؟

𝑢سه مولفه سرعت در یک میدان سرعت عبارتند از:    1-9 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 ،𝑣 = 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹𝑧   و

𝑤 = 𝐺𝑥 + 𝐻𝑦 + 𝐽𝑧 ها میدان جریان تراکم ناپذیر ممکن را نشان دهند، اگر قرار باشد که این مولفه

 را بیابید. 𝐽تا  𝐴رابطه میان ضرایب 
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 فصل دوم

 

 ماتیکی جریانینتعاریف س
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 ، خط سیر و خط لحظه تعریف خط جریان، رگه جریان  2-1

شوند، موازی بردار سرعت جریان رسم می ،های که در یک لحظهای هم خانواده: به منحنی1خط جریان -

 گویند.جریان می وطخط

 اند.عبور نمودهمشترکی  هاز نقطحرکت که در طی است  : مکان هندسی تمام ذراتی از سیال2رگه جریان-

 را خط سیر گویند.زمانی مشخص بازه : مسیر عبور هریک از ذرات سیال در 3خط سیر -

است که توسط یک دسته از ذرات سیال که در لحظات قبل انتخاب و شناسایی  ای: منحنی4خط لحظه -

 به وجود آمده و در هر لحظه وضعیت ذرات را در مسیر عبور نسبت به هم نشان می دهد. ،اندشده

توانند در نمیکنند زیرا ذرات در یک لحظه هرگز یکدیگر را قطع نمی جریان خطوط ،بر اساس تعاریف فوق

ها را دیگر رگه توانند خود یاهای جریان نیز نمییک نقطه دارای دو بردار سرعت باشند. به طریق مشابه رگه

تعریف نمود. این در حالی است  یکسانتوان در یک لحظه و یک مکان زیرا ذرات مختلف را نمی ،قطع نمایند

 توانند یکدیگر را به غیر از نقاط ابتدایی و انتهایی قطع نمایند.که خطوط سیر می

 

 نمایش کیفی رگه جریان، خط مسیر و خط لحظه. -1-2شکل 

      خطیوط ممتید رنگیی خیط سییر را نشیان        ین مشکی رگه جریان را نشان میی دهید.  خطوط ممتد و خط چ

نقاط  (. 3tتا  0tهای نقطه چین مشکی خط لحظه را نشان می دهد )در لحظات منحنیهمچنین می دهد. 

A  وB عبور دو دسته ذرات از این نقاط است. یدو نقطه فرض 

                                                 
1 Stream Line 
2 Streak Line 
3 Path Line 
4 Time Line 
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، تعاریف رگه جریان، خط مسیر و خط لحظه هویدا می شود. در این شکل نقاط توجه شود 1-2به شکل  اگر

A  وB عبور نموده و به عنوان  هاای به نوبت از آنذرات مشخص شده و اندبه عنوان نقاط مبنا انتخاب شده

 ،  Aی ازعبورگردد، آرایش ذرات همانطور که در شکل ملاحظه می گردند.ذرات شناسایی شده ردیابی می

B   0از لحظه  ،بیانگر تغییرات خط لحظه دیگرو ذراتt  5تا لحظهt در مورد  باشد )نقطه چین مشکی(.می

عبور نموده در لحظه  A از نقطه 0tای که به طور مثال در لحظه ، اولین ذرهتوان دریافترگه جریان می
1t 

. پس از گذشت زماناستنمایش دادهرگه جریان را  به موقعیت فعلی ذره Aشده از نقطه  رسمچین با خط

)( 12 tt  یز از نقطه نسیر خود را طی نموده و خط سیری ترسیم نموده و ذره دومی م، این ذرهA  عبور

است، در این لحظه )نموده
2t منحنی ارتباط دهنده ذره اول و دوم و نقطه )A نماید رگه جریان را ترسیم می

به همراه مسیر هریک در شکل  Bو  Aهای ناشی از ذرات عبوری از نقاط رگه 5tو به همین ترتیب تا لحظه 

 است.مشخص و ترسیم شده 2-1

 

 تعابیر ریاضی خط جریان، رگه جریان، خط سیر و خط لحظه   2-2

 خط جریان ریاضی تعبیر  2-2-1

)میدان جریانی با سرعت اگر  , , , )V V x y z t  یدیفرانسیل المانمشخص گردد و 

ˆ ˆ ˆds dxi dyj dzk   1-2برای خط جریان بر اساس تعریف بخش  ،ای از خط جریان فرض شودتکه ،

 :رابطه زیر برقرار خواهد بود

(2-1) 
w

dz

v

dy

u

dx
 

 



00 

 

 

 شماتیک خط جریان 2-2شکل

                                         

 1جریان یلوله ،نمایند( عبور می3-2)شکل  Cسیر بسته مانند مدسته خطوط جریانی که از یک به 

 گویند.می

 

 

 

 

 

 

 .ی جریانلوله 3-2شکل

 

 :برای خط جریان رابطه زیر را نوشتن می توان یهمچن

(2-2) V
ds

dr
 

 :ینیعنی در مختصات کارتز

(2-3) 

),,,(

),,,(

),,,(

tzyxw
ds

dz

tzyxv
ds

dy

tzyxu
ds

dx







 

                                                 
1 Stream Tube 
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 معادله خط جریان را به دست آورید . است،های سرعت زیر معرفی شدهبرای جریانی که با مؤلفه 1-2مثال 

; ; 0
1

x
u v y w

t
  


 

 :حل

)exp(

)exp(

scyy
ds

dy

t1

s
cx

t1

x

ds

dx

2

1









 

00داریم  0tکنیم در فرض می ,,0 yyxxs  در نتیجه: 

0201 ycxc  , 

 :( داریمsبنابراین با حذف )

0 0

, 1

n

y x
n t

y x

 
   
 

 

 تعبیر ریاضی خط سیر 2-2-2

 داریم: ،نمایش دهیم prتغیر ماگر تغییر وضعیت ذره سیال را با 

(2-4) 

0p0p

pp
p

rtr

trV
dt

rd





)(

),(
 

از این  .باشدتنها مبنای سنجش حرکت می ،لاگرانژی هسرعت ذره بوده و مسلماً دیدگا pVدر رابطه فوق 

زمان دچار تغییر  های مختلف با گذرجهت تنها متغیر حرکت زمان بوده و سرعت ذره در گذر از مکان

 شود.می

 ( خط سیر یک ذره دلخواه را محاسبه نمائید.1-2ی جریان مثال )ابر  2-2مثال 

 :حل

 :( داریم4 -2از روابط ) 
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0

0

; (0)
1

, (0)

dx x
x x

dt t

dy
y y y

dt

 


 

 

 :گیری از روابط فوق داریمبا انتگرال

1 1 0

2 2 0

(1 ) ,

exp( ) ,

x c t c x

y c t c y

  

 
 

 :راینبناب

 

 :                                                        داریم tبا حذف 

0 0

exp( 1)
y x

y x
                         

 جریان  یتعبیر ریاضی رگه  2-2-3

که  ایرگه همواره بایستی اثری از گذشته یعنی نقطههمانطور که در تعریف رگه جریان بیان شد، در معادله 

مشخص و هویدا باشد. از سویی چون  tاند تا زمان دهونظر از آن در لحظات مختلف عبور نم تمام ذرات مورد

 :اند لذا داریمباز هم حرکت و مسیر ذرات در معادله رگه جریان تعیین کننده

(2-5) 

t0trr

rtr

trV
dt

rd

pp

pp

p
p

0











,),(

)(

),(

 

بین عبور اولین  tیابی ذراتی که از سابقه زمانی شود، مکان( مشاهده می5 -2در معادلات ) همانطور که

)(( و تا لحظه فعلی 0tذره ) tt  در شرط اولیه از مسیر ذره قرار گرفته و مسیری را اندبرخوردار بوده ،

 که همان رگه است.نمایند تبیین می

 رگه جریان را محاسبه نمائید. 2-2در مثال   3-2مثال 

0

0

1

t

x
t

x

y
e

y

 


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 : حل

 :داشتیم قبل از محاسبات

1 2;
1 t

x y
C C

t e
 


 

00، مکان ذره دلخواه ) در میان ذرات عبور کرده از نقطه مبنا( ، tاگر در لحظه  , xy فرض شود داریم: 

0 0
1 2;

1

x y
C C

e 
 


 

 :خط سیر یاین با استفاده از معادلهبنابر

0 0(1 ) ; exp( )
1

x y
x t y t

e 
  


 

 شود:رگه جریان حاصل می یمعادله ،فوق یاز دو معادله با حذف 

1)1(0  t
x

x
 

 :بنابراین









 )1()1(exp

00

t
x

x
t

y

y
 

 و یا:

                                                              ی رگه جریان(     )معادله  
0 0

exp (1 )(1 )
y x

t
y x

 
   

 
 

 خط لحظه  ریاضی تعبیر  2-2-4

با تعیین خط سیر تعبیر ریاضی خط لحظه نیاز مبرمی به بیان یک عبارت ریاضی نداشته و در واقع 

توان در هر لحظه دلخواه منحنی مکان )موقعیت( ذرات موردنظر را به ای از ذرات مورد نظر میمجموعه

هریک دارای خط سیر خاص  ،اندمشخص شده i ذره که با اندیس nعنوان خط لحظه تعبیر نمود. یعنی اگر 

)()( )(tiii xfty  لذا در لحظه  .باشندt  یعنی، مکان ذرات است منحنیخط لحظه عبارت از: 

(2-6) )),((
1

i

n

i

i yxFF 


 
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 تعریف تابع جریان   2-3

که توان تابعی یافت د که آیا میگردمی، این سؤال مطرح مطرح شد 2-2و  1-2در بخش  که ه آنچهبا توجه ب

پیوستگی و تعریف و  یمعادلهاز توان برای پاسخ به این سؤال می هر مقدار آن بیانگر یک خط جریان باشد؟

 تعبیر خط جریان بهره جست.

 :خط جریان برابر است با یبعدی معادله در یک جریان دو

(2-7                                                                        )0udyvdx       یا 
v

dy

u

dx
 

 پیوستگی نیز خواهیم داشت: یاز سویی از معادله

(2-8                                                                        ) 0









y

v

x

u 

),(آید نمو یک تابع دو بعدی مثل همانطور که از ریاضیات برمی yxψψ  شود:به شکل زیر بیان می 

(2-9                                                                        ) dy
y

ψ
dx

x

ψ
ψd









 

در صورتی که فرض شود 
y

ψ
u




  و

x

ψ
v




 ( با فرض پیوستگی و مشتق8 -2آنگاه رابطه ) پذیریψ  به

 :شودمی بیانشکل زیر 

(2-9                                                                        ) 0)()(
22








































yx

ψ

xy

ψ

x

ψ

yy

ψ

xy

v

x

u 

 :یابدشکل زیر تغییر میاین رابطه نیز به  ،اساس فرض فوق ( بر7 -2از سوی دیگر با تشکیل معادله )

 

0








 dy

y
dx

x
udyvdx

 

 :یا به عبارتی

(2-11                                                                        )constψ        0 یاψd 

 :یعنی
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0








dy

y

ψ
dx

x

ψ 

روی یک خط جریان مقدار ثابتی است و لذا با توجه به ارضای  ψتوان دریافت که تابع ( می11 -2از نتایج )

 این نتایج همان تابعی است که هر مقدار آن نمایانگر یک خط جریان است. دریافت کهتوان پیوستگی می

های متقارن محوری که وجود این تابع در جریان سه بعدی میسر نبوده و تنها در جریان باید توجه کرد که

، وجود تابع ستوابسته ا ،عملاً به دو متغیر مستقل و رودبشمار می سه بعدی هایفیزیکحالت خاصی از 

 .استممکن  جریان

xuمعادله تابع جریان   4-2مثال    وyv  کنید.و شکل خطوط جریان را رسم  را تعیین 

 :حل

                                                                             :بر اساس تعریف

;x y
y x

  
   
 

 

 :بنابراین

cxy  

0cبا انتخاب     

xyψ                                                                                         در حالت ساده تر             

 :ختلفهای م ψبه ازای  xبر حسب  yبا ترسیم 
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 ،ست که انتخاب مبنای آن اهمیت بالایی نداشته و آنچه مهم استا های تابع جریان اینیکی دیگر از ویژگی

 ودر این شکل د را در نظر بگیرید. 4-2شکل برای روشن شدن این موضوع  .جریان استتابع اختلاف مقادیر 

نامیم. در ابتدا می 2و 1است که به ترتیب آنها را خط جریان از یک میدان سرعت مفروض ترسیم شده

ی از این روبع نامیم. دبیمی ABترسیم نموده و آن را  ها xمقطعی بین دو خط جریان عمود بر محور 

 :مقطع عبارت است از

 

 

 

 

 

 

 . محاسبه دبی با مقادیر تابع جریان 4-2شکل

 

(2-12                                                                        ) dy
y

udyQ

y

y

y

y

)(
2

1

2

1

  




 

 :بنابراین AB  ،0dxبه دلیل آنکه روی 

(2-13                                                                        ) 
dy

ψd

y

ψ
dy

y

ψ
ψd 









 0 

 :( داریم13 -2( و )12 -2ب روابط )با ترکی

(2-14                                                                        ) 12

2

1

ψψψdQ

ψ

ψ

  

 :، داریمها استفاده شود xبه موازات محور  BCاگر از مقطع 
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(2-15                                                                        ) 12

1

2

2

1

2

1

)( 



 





ddx
x

vdxQ

x

x

x

x

 

جریان برابر اختلاف ی بین دو خط دب مقدار ترفگتوان نتیجه ( می15 -2( و )14- 2نتایج ) یاز مقایسه

 مقادیر تابع جریان است. این موضوع با هر مقطع دلخواه نیز قابل تحقیق و اثبات است.

لذا انتخاب مبنای تابع جریان اهمیت نداشته و آنچه مهم است اختلاف مقادیر تابع جریان است که از شرط 

 گیرد.پیوستگی جریان منشاء می
 

 حرکت چرخشی در سیال 2-4

نرخ زمانی این  تابع توان جریان را یک کرنش برشی بزرگ دانست و سرعت را، میه بیان شدهمانگونه ک

تواند دچار انتقال یا دوران گردد. ، مینیز، یک المان مادی از سیال اما در هر صورت .کرنش توصیف کرد

. به ه باشدداشتتواند دوران و انتقال می ین تحمل کرنش برشیحتوجه این است که سیال در نکته قابل 

ای به دلیل وقوع کرنش برشی با آنچه در دینامیک جسم صلب همین دلیل مفهوم دوران و سرعت زاویه

گردد که به ترتیب شرح مطرح می یفراگرفته شده متفاوت است. بدین منظور پارامترهای سینماتیکی مهم

 داده خواهد شد.

 1دوران   2-4-1

قابل تعبیر است. به  ،شودای نامیده میدورانی جسم صلب سرعت زاویهمفهوم دوران مشابه آنچه در حرکت 

را در  حرکت دورانی آن همین منظور یک المان جرمی از سیال را در نظر گرفته و در حین کرنش برشی، 

  .(5 -2گیریم )شکل نظر می

 

 

 

 

 .ایالمان جرمی سیال در حال دوران و تغییر شکل زاویه 5-2شکل

                                                 
1 Rotation 
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  است. مجددا ترسیم شده 6 -2وح بیشتر این المان تنها با محورهای آن در شکل ضسهولت و وبه دلیل 

 

 

 

 

 

 

 در حال دوران و کرنش سیالجرم المان  2-0شکل 

 . المان جرم در حال دوران و کرنش سیال 6-2شکل 

 

aaاگر در یک لحظه معین محورهای    وbb   بوده و در نقطه بر هم عمودo  که مرکز المان است

این محورها در جهت خلاف عقربه  t، پس از گذشت زمان تعریف شده باشند ,uvهای سرعت مؤلفه

ساعت چرخیده ولی به دلیل کرنش برشی میزان زاویه چرخش آنها یکی نخواهد بود. مقدار چرخش محور 

aa   ،  و محورbb   ، تعیین این تغییرات در فاصله زمانی  ،که هدفجاییآنشود. از فرض می

ای . لذا مقدار سرعت زاویهرا با خود آنها برابر دانستو  تانژانت زوایای توان مقدار می ،کوچک است

aaمحور   عبارت است از: 

(2-16                                                                        ) 

00

limlim















tt

t

x

t
oa 

xبا سرعت نسبی  oنسبت به نقطه  فاصله عمودی 
x

v




 است بنابراینطی شده: 

(2-17                                                                        ) tx
x

v





 )( 

 :( خواهیم داشت17-2( و )16-2کیب )لذا با تر
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(2-18                                                                        ) 
( )

lim

0

oa

v t
x

vx x

t x

t



 


  
 

 

 

𝑏برای محور همین ترتیببه  − 𝑏′  :خواهیم داشت 

(2-19                                                                        ) 
( )

lim

0

ob

u t
y

uy y

t y

t



 
 

 
 

 

 

 

عبارت است از متوسط این دو سرعت  ،لذا سرعت متوسط دوران این المان که به دوران نیز موسوم است

 ای یعنی:زاویه

(2-22                                                                        ) )(
2

1
)(

2

1

y

u

x

v
oboaz









  

yxمشابه آنچه در صفحه   توان در دو صفحه دیگر کارتزین نیز انجام داد و دو مؤلفه دیگر بررسی شد می

 :یعنی، تعیین نمود برای 

(2-21                                                                        ) 




































 k

y

u

x

v
j

x

w

z

u
i

z

v

y

w ˆ)(ˆ)(ˆ)(
2

1
 

 :یا به عبارت صحیح تر

(2-22                                                                        ) Vω 
2

1 

 

 1چرخش 2-4-2

شک مهمترین پارامتر یا پدیده حرکتی در مکانیک سیالات چرخش است. این واژه تنها به نوع حرکت بی

های حاکم بر حرکت سیال نیز ، بلکه توجیه کننده بسیاری از مکانیزمدهنبوچرخشی المان سیال محدود 

 باشد.می

                                                 
1 Vorticity 
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شدت پیچش آن منحنی  یا میزان ،، کرل یک منحنی برداریاز دانش ریاضیات عمومی دریافتیم همانطور که

میزان پیچیده شدن حول آن محور نیز  ،به عبارتی هرچه شدت کرل در راستاهای مختلف بیشتر باشد .ستا

به این ترتیب اگر برای مثال به طنابی که حول یک استوانه پیچیده شده بنگریم بی شک  شدیدتر است.

م چرخش در عبارت بنابراین مفهو ست.ا« چرخش» کرل منحنی یا  همان ،می شود مارپیچی که ملاحظه

 :زیر بیان می شود

(2-23                                                                        ) V 

ωζاین عبارت بیانگر آن است که  2همانطور که ما دارای مفهومی کاملاً متفاوت بوده و اساس آن ، ا

نچه که برای تعریف دوران عنوان شد. گرچه کاربرد این دو پارامتر در آاز  است کاملاً مستقل ،مطرح شد

 العهمط بیشتری قو عم محاسبات بسیار نزدیک است اما چرخش در دینامیک سیالات بسیار با اهمیت

 .الزامی است پیشرفته مباحثگردد. برای درک بیشتر این مفهوم مطالعات آتی و می

به عبارتی  شود.پیچد و محو میمثالی از مشاهده چرخش همان دود سیگاری است که در حال بالا رفتن می

گردد. این در مفهوم چرخش قابل مشاهده است و پیچش دود سیگار عینیتی از چرخش محسوب می

 حالیست که دوران از جنس سرعت دورانی بوده و قابل مشاهده نیست.

 

 1شگرد 2-4-3

دوده یک مرز مشخص است. به ، میزان میل گردیدن یک میدان سیال در محسیرکولاسیون گردش یا

 :عبارتی

(2-24                                                                        ) 
c

dsV . 

 :از سویی می دانیم

(2-25                                                                        )  
Ac

dAVdsV )(. 

                                                 
1 Circulation 
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که یک انتگرال  است (25 -2رابطه ) راست برابر عبارت سمت cروی مسیر بسته  ییعنی انتگرال خط

 :می باشد. بنابراین cمربوط به مرز  Aبسته  حروی سط یسطح

(2-26                                                                        )  
A

z

A

z dAdA  2 

 

 ان غیرچرخشی یجر 2-4-4

گویند. در یک میدان ، جریان غیرچرخشی می)چرخش( در میدان سرعت صفر باشد ζبه جریانی که 

 سینماتیکی وجود دارد که بسیار با اهمیت است.چرخشی نکاتی از نظر غیر

 :در یک میدان غیرچرخشی داریم - الف

(2-27                                                                        ) 02  ψ 

 :یجه گرفت که در یک میدان دو بعدیتوان نتمی ζو ψاثبات این رابطه بسیار ساده است. از تعریف 

(2-28                                                                        ) )()()()( 2ψ
y

ψ

yx

ψ

xy

u

x

v
ζ 




























 

 :باشد 0ζ(  در صورتیکه 28 -2بنابراین با استفاده از رابطه )

02  ζψ 

 توان سرعت را مشتق شده از یک تابع پتانسیل دانست.در یک میدان غیرچرخشی می -ب

 :، یعنیاسکالر صفر استگرادیان یک  کرلگردد که اثبات این موضوع از این واقعیت آغاز می

(2-29                                                                        ) 0  

 :، داریماست 0ζاز سوی دیگر در یک میدان غیرچرخشی که 

(2-32                                                                        ) 0V  

توان توان نتیجه گرفت که در یک میدان غیرچرخشی می( می29 -2( و )32- 2دو رابطه ) یبا مقایسه

 :، یعنیمحاسبه نمود سرعت را از یک تابع پتانسیل مثل 

(2-31                                                                        ) ),,( zyxV  
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 های سه بعدیتوجه داشته باشید که تابع پتانسیل محدودیت دو بعدی بودن جریان را نداشته و برای جریان

 :جریان غیرقابل تراکم خواهیم داشتقابل تعمیم است. به این ترتیب از معادله پیوستگی برای  نیز

(2-32                                                                        ) 2. 0 .( ) 0V        

هر دو جوابهای معادله لاپلاس بوده و بر  و  ψتوان نتیجه گرفت که در یک میدان غیرچرخشی لذا می

 توان ثابت کرد که این دو منحنی بر یکدیگر عمودند.اساس تعریف این دو تابع می

vdyudxdy
y

dx
x

d 











 

udyvdxdy
y

ψ
dx

x

ψ
ψd 









 

 :بنابراین

1

)

)











u

v
v

u

dx

dy
dx

dy

const

const





 

 دلخواه استفاده کرد.توان از معادله برنولی بین هر دو نقطه در یک میدان غیرچرخشی می -ج

 :توان معادله اویلر را نتیجه گرفتمی ،ستا در حالتی که اثرات لزجت صفر استوکس -ناویراز رابطه 

(2-33                                                                        ) DV
g p

Dt
   

 :نیز داریمی سرابطه مشتق اسا سبه این ترتیب بر اسا

(2-34                                                                        ) ( . )
DV V

V V
Dt t


  


 

 :به روابط قابل اثبات ریاضی داریماز سویی با توجه 

(2-35                                                                        ) 21
( . ) ( )

2
V V V V    

 dr( و ضرب داخلی رابطه در بردار تغییر وضعیت 33 -2( در رابطه )35-2( و )34-2دادن روابط ) رقرا اب

 :داریم
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(2-36                                                                        ) 21 1
( ) . 0
2

V
V V p g dr

t




 
       

 
 

kggحاصل این رابطه با فرض  ،چرخشیقابل تراکم و غیرلذا برای یک جریان پایدار زمانی غیر ˆ  عبارت

 است از:

(2-37                                                                        ) 0gdzV
2

1
d

dp 2  )(


 

 :گیری داریمکه با انتگرال

(2-38                                                                        ) 21

2

p
V gz const


   

معادله برنولی بین هر دو نقطه دلخواه  ،، پایدار زمانی و غیرقابل تراکمچرخشیبنابراین در یک میدان غیر

 برقرار است.

، تابع جریان و در صورت چرخش مقدار، زیر بیان می گردددر یک میدان سرعت که با روابط   1-2مثال 

 .نمائیدو شکل الگوی جریان را رسم  ن تابع پتانسیل را محاسبه غیرچرخشی بود

0waxy2vyxau 22  ,,)( 

 :حل

0ay2ay2)جریان غیر چرخشی است(                                          
y

u

x

v
V 









 )( 

 :بر اساس تعریف تابع پتانسیل داریم بنابراین

22 ayax
x

u 





 

2v azy
y


  


 

 :لذا خواهیم داشت

)(yfaxy
3

ax 2
3

 

 :هابرای سرعت روابط یو از مقایسه
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cyf )( 

  :به همین ترتیبو 

 

 )تمرین برای دانشجویان(

 

 

 

 

 

 

 

 

توان برای کاربرد معادله برنولی در یک جریان چرخشی بدان اشاره نمود به قابل توجه دیگری که می نکته

جملات معادله برنولی در واقع همان انرژی مکانیکی جریان نام   گردد.یک واقعیت ترمودینامیکی باز می

توان با سیال تبادل نمود و باز اگر با دقت بیشتری به گیرد و انرژی مکانیکی جریان یعنی انرژیی که میمی

در واقع منابع بازدهی و ذخیره انرژی جنبشی سیال بوده و ذرات انرژی آن بپردازیم جملات فشار و ثقل 

 کی همان انرژی جنبشی سیال است.مکانی

توان با سیا کار تبادل نمود همان انرژی جنبشی است و از لحاظ ترمودینامیکی، در واقع تنها مسیری که می

وقتی طی فرآیندی بدون تبادل کار این انرژی)انرژی مکانیکی( که جمع سه جمله معادله برنولی است ثابت 

ایزنتروپیک است. بنابراین یک جریان غیرچرخشی قطعاً یک ماند، یعنی کاری تلف نشده است و فرآیند می

 گردد.فرآیند ایزنتروپیک تعبیر می

 

c
ay

yax 
3

3
2
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 فصل دوم تمرینات

خط سیر و رگه جریان را ت خط جریان، ، معادلاشودبرای جریانی که با میدان سرعت زیر تعریف می 2-1

 محاسبه نمائید.

0,
1

,
1







 w
t

y
v

t

x
u 

 

خط سیر و رگه جریان را  ،شود معادلات خط جریاندر جریانی میدان سرعت به صورت زیر تعریف می 2-2

 محاسبه نمائید.

, , 0u x v y w   

 شود؟بین معادلات مشاهده می یآیا در این جریان تشابه

 

)( میدان سرعت جریان تراکم ناپذیری به صورت 2-3 22 yxau ، yxav 2 0 وw  داده شده

 است. تعیین نمایید:

 کند؟استوکس صدق می –الف( میدان تحت چه شرایطی در معادلات ناویر 

 ؟یچرخش غیرب( میدان چرخشی است یا 

 ج( تابع جریان؟

,0)  میدان را اگرد( توزیع فشار حاصل از   xyz ggggباشند؟ ) 

 ه( ثابت کنید معادله توزیع فشار، همان معادله برنولی است؟

 

2 میدان سرعت 2-4
2

1 eyBeyxAV  4 را در نظر بگیرید کهA=  2و- B=  و مختصات برحسب متر

 تعیین نمایید: y=1و   x ،2=x ،2=y=1در منحنی محدود به  است

 ؟چرخشالف( 

 ؟گردشب( مقدار 
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را در صورتی  گردشمقدار  ABCDگردد. برای مسیر در جریان لزج روی اجسام لایه مرزی تشکیل می 2-5

 باشد حساب کنید. Uکه سرعت جریان آزاد 

 



 

93 

 

 سوم فصل

 

 هابندی جریانطبقه مرزی ومفهوم لایه
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 لایه مرزی  مفهوم  3-1

آن است که ریشه این  بهترو شاید  دانستسیالات تر از علم مکانیک توان مفهوم لایه مرزی را گستردهمی

 .بیان داشتل یمفهوم را در ریاضیات و در مبحث معادلات دیفرانس

 

 دیفرانسیل  یلایه مرزی در یک معادله  1 -3-1

 mدیفرانسیل ارتعاا  آزاد جارم    یرانسیل به معادلهیفد یبرای درک بهتر مفهوم لایه مرزی در یک معادله

 توجه کنید. ،است( نشان داده شده1-3که در شکل )

 
 .mارتعا  آزاد جرم -1-3شکل

(3-1) 0kxxcxm   

گرفته می شود تا بتوان نظر دردیفرانسیل به جای دو شرط اولیه دو شرط حدی زمانی  یبرای این معادله

 مفهوم لایه مرزی را ارزیابی و معرفی نمود . این دو شرط عبارتند از:

(3-2) 
T0 xTxx0x  )(,)( 

در یعنی  ،ی کوچک باشدلخی mدر صورتی که در این مسئله ضریب بالاترین مرتبه معادله دیفرانسیل یعنی 

 می توان معادله را به صورت زیر نوشت: 1mصورتی که 

T0 xTxx0x

c

k

x

x
0kxxc





)(,)(




 

)(

)(
t

c

k

1eCtx


 
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(a) 
t

c

k

0010 extxxCx0x



  اگر  )()(

(b) 
)(

)()(
tT

c

k

T

t
c

k

T1T extxexCxTx


  اگر 

 .از این دو جواب است ینمایش 2-3گردد که شکل بنابراین دو جواب مستقل با دو شرط حاصل می

 ا( خطb( و )aرانسیل حذف شده هریک از دو جواب )یفدوم معادله د یمرتبهگردد که چون ملاحظه می

که جواب از جواب  tای از محور به فاصله .گیرند( فاصله میcداشته و در مجاورت مرز دیگر از جواب واقعی )

بنابراین فاصله جواب معادلات مرتبه اول از معادله  گویند.لایه مرزی می ،گیرداصلی فاصله معنی داری می

 است. ، مفهوم لایه مرزی را رقم زدهاندی که در شرط اولیه لحاظ نشدهاصلی مرتبه دوم در مرزهای

 

 .mی ارتعا  آزاد جرم جواب معادله 2-3شکل 
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 استوکس –یر ومفهوم لایه مرزی با استفاده از معادلات نا  3-1-2

غیرقابل تراکم به تشریح این بخش  استوکس به عنوان نمونه در جریان –با یادآوری معادلات ناویر 

 پردازیم.می

(3-3) VPg
Dt

VD 2  

ضریب دیفرانسیل مرتبه دوم معادله است. به عنوان مثال  ، شود( مشاهده می3 -3همانطور که در معادله )

خواهد  داخلیهمانند منحنی  3-3نیم رخ سرعت در شکل  .اگر جریان روی یک صفحه تخت مد نظر باشد

0:یعنی ،است بود. زیرا شرط عدم لغز  در یک جریان لزج شرطی رایج و عمومی ; 0y u . 

 

 .لزجرخ سرعت در حالت لزج و غیرصفحه تخت و مقایسه نیم جریان روی یک 3-3شکل 

 

 ، معادلات به صورت زیر ساده می شوند:ر صورتی که جریان غیرلزج فرض شودد

(3-4) Pg
Dt

VD
  

)توجه شود که شرط مرزی دیگر یعنیاویلر نامیدیم.  لهکه قبلاً آن را معاد uu )( : y)  نیز دومین

جواب حاصل از معادلات اویلر برای جریان غیرلزج همانند  ،با استفاده از این شرط شرط این جریان است.

ج در مرز جوابی است که در بخش قبل از حل معادله مرتبه یک حاصل شد و فاصله دو جواب لزج و غیرلز

)0(0، صلب یعنی در مجاورت شرط uبا  3-3در شکل  ضخامت آن ، همان لایه مرزی خواهد بود که

 است. نمایش داده شده
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گیرد را فاصله م که تحت جریان یک سیال قرار میستوان لایه مرزی در مجاورت یک جبه همین دلیل می

به  معمولاً از فاصله  ولی ادامه داردلزجت دانست. البته آنچه مسلم است این اثر تا فاصله دوردست  اثرات

 نامند.این اثرات ناچیز است که عملاً آن را صفر در نظر گرفته و این فاصله محدود را لایه مرزی می نقدربعد آ

عامل به وجود آمدن لایه مرزی نبوده و با وجود لازم  یابیم که تنها ، درمیاگر کمی بیشتر دقیق شویم

یعنی شرط عدم لغز  را نیز عامل دوم  باید، خ دادن ناحیه لایه مرزی در جریانبودن وجود آن برای ر

گردد که جریان در توان نتیجه گرفت اثرات لزجت یک سیال تنها زمانی هویدا میلذا می مدنظر قرار داد.

، این اثرات دیده شده و به تعبیر گویاتر لایه و به دلیل شرط عدم لغز  باشد تهمی قرار گرفسمجاورت ج

  که در واقع مکانیزمی ستا ه داد اینتوان از لایه مرزی ارائتعبیر موازی دیگری که می مرزی تولید شود.

آن  یمحسوس ییان به درون آن تسری و نفوذ داده و تا فاصلهراثر شرط عدم لغز  را عمود بر ج کهباشد می

و به میدان تسری  کندمی ای که دو شرط جریان را دریافت. آنچه مسلم است تنها جملهاسترا پیش برده 

ذ یعنی همان لایه مرزی نفو ی، این فاصلهتر باشدقوی که هر چهاست  2Vیدهد همان جملهمی

دوم در  یمرتبه یگردد جملهبیان میی که در بخش آتی دیگر دلیل و دلایل. به همین تر استزرگب

 نامند.ی نفوذ میاستوکس را جمله –ناویر  معادلات

 

 بین لایه مرزی و چرخش  یرابطه  3-1-3

سویه مانند جریان با رینولدز نسبتاً بالا روی یک صافحه تخات را در شارای      اگر یک جریان دو بعدی و یک

 :، یعنی، تنش برشی روی دیواره با مقدار چرخش روی دیواره متناسب استمتراکم در نظر بگیری غیرقابل

(3-5)  



 0yw

y

u
| 

 (ناچیز است. uنسبت به vزیرا در این جریان )

مستقیمی بین تنش برشی و تولید مقدار چرخش برآورد نمود. لاذا باا    یتوان رابطهها نیز میدر سایر جریان

مقدار  که توان نتیجه گرفت، میجریان همواره ماکزیمم است یدیوارهتوجه به اینکه مقدار تنش برشی روی 

رخ سارعت  حداکثر بوده و با دور شدن از دیواره که نایم نیز روی دیواره  و در نتیجه نیروی اصطکاک چرخش
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0مرزی به مقدار  یلایه ییعنی روی لبه ،شودشیب صفر نزدیک میبه 




y

u تنش برشی و  و ،یابدتقرب می

توان نتیجه گرفت لایه مرزی در واقع ناحیه وجود چرخش به این ترتیب می گردد.صفر می نیز مقدار چرخش

وان دریافات کاه اثار لزجات در واقاع هماان       تا در اثر تماس یک جریان لزج با دیواره آن است. همچنین می

از ساوی دیگار    یابد هماان چارخش اسات.   داخل جریان تسری و نفوذ می حچرخش است و آنچه که از سط

در مقابل جریاان   کاملاً چرخشی بوده و توان نتیجه گرفت جریان لزج در مجاورت یک دیواره تا فاصله می

 چرخشی است.غیر  𝜇بیرون از لایه مرزی با وجود

 

 های لزج از نقطه نظر عدد رینولدزبندی جریانطبقه  3-2

شاود.  قابل تراکم استفاده می های غیرهای لزج برای سهولت ارایه نتایج از فرم جریانبندی جریانطبقه ایبر

دهایم. بارای بای    مورد مطالعه قرار می مجدداً بعد معادلات جریان را به شکل بی ،گویاتر بیانهمچنین برای 

 :شودفرضیات زیر لحاظ می ،بعد سازی جریان
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 :اویر استوکس غیرقابل تراکم داریمفوق در معادلات ن رواب با اعمال 
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 ،سطوح آزاد و امواج گرانشی مطرح نیست هایی کهدر جریان
Fr

 گردد.از معادلات حذف می1

 :های با رینولدز بالا داریمبه این ترتیب در جریان
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 :که در آنها
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(3-9) 


Lu

g

Lu
Fr   Re, 

البته بودن جمله 
Fr

 ه همراه ندارد.بهای این بخش ی برای تحلیلانعدر معادلات هیچ م 1

1Reیعنی  ،استهایی که عدد رینولدز بسیار کوچک در جریان  مرتبه دوم بسیار بازر  شاده و    یجمله

هاای  ها را اصاطلاحاً جریاان  نظر نموده و این جریانهایی از جملات سمت چپ صرفعموماً در چنین جریان

ی وارهدیا روی شره کاردن رنا     ،اشک از روی گونه نتوان ریختها مینامند. از این نوع جریانمی« خزشی»

 زمینی را مثال زد. نگی زیرسهای عبور نفت از لایه صاف، افتادن یک ری  در آب و

1Reدهد که عکس حالت فوق زمانی رخ می -  کاه   در این حالت با وجاود آن ، یعنی رینولدز بزر  باشد

تانش   توان وجود لایه مارزی و ، اما به دلیل آنکه نمیخیلی بزرگتر از جمله نفوذ هستند جملات سمت چپ

نظار کاردن   ، در محاسبات جریان لزج باید جمله نفوذ حفظ شود و قابال صارف  برشی دیواره را نادیده گرفت

به  و د شدنکه در آینده ارایه خواه هستند ونده دیگریهای ساده شهایی دارای فرضاما چنین جریان .نیست

1000Reها که لایه مرزی نازک بوده و معمولاً این جریان  گویند.می« های لایه مرزیجریان» ،است 

 

 بندی جریان از نقطه نظر لایه مرزیتقسیم  3-3

تولیاد   ،هنگام عباور جریاان از روی یاک جاداره    توان دریافت که در تر تئوری لایه مرزی میبا مطالعه دقیق

دست جریاان لایاه    نچرخش با رشد لایه مرزی همراه است. یعنی با عبور جریان از روی جسم به سمت پائی

گردد، اما با فرض صاحت ایان   مرزی دارای نرخ رشد است. البته اثبات ریاضی این امر در فصول آتی ارایه می

 خواهد بود.است، آمده  4-3شکل آنچه در  ه، لایه مرزی شبیادعا
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 .رشد لایه مرزی 4-3شکل 

لایه مرزی باه عناوان مارزی باین جریاان لازج و بخاش غیرلازج          ،هایی که همواره در امتداد جریانجریان 

شرط عدم لغز  و شرط  ،مرزی در جهت عمود بر جریان ی( قابل مشاهده است و همواره شرای )غیرچرخش

 نامند.لزج خارجی می هایجریان ،جریان آزاد است

های ی مثل جریانیهاستهدها از نقطه نظر تغییرات عدد رینولدز خود به همانطور که گفته شد این نوع جریان

 شوند.تقسیم می« جریان خزشی»و  «لایه مرزی»

 ،جسم مشابهی قرار گیرد ،نزدیککافی  یاندازه به یافاصلهو در ، 4-3صورتی که در مجاورت جسم شکل  در

، ناحیه غیرچرخشی به صفر رسیده و تماام  های مرزیاین احتمال وجود دارد که در طول اجسام با رشد لایه

ناحیه مملو از چرخش گردد و در واقع دیگر رشد و مرزی برای تفکیک ناحیه چرخشی و غیرچرخشی نتاوان  

 قایل شد.

 

 

 

 

 .ی ورودیشکل ناحیه 5-3شکل

صافحه   ارد محادوده دو و u، جریاان یکناواختی باا سارعت     گرددمی( ملاحظه 5-3در شکل ) همانطور که

و  شودمی لایه مرزی تولید ،رینولدز عدد مقدارشده و به دلیل تولید چرخش روی سطوح و بسته به بینهایت 

 ،گردد. از این فاصله به بعاد دچار تغییر میeLتا فاصله xدر امتداد   u رخ سرعتبطوریکه نیم ،نمایدرشد می

0نیم رخ سرعت ثابت مانده و در واقع 




x

u. 
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عادد  نیز وابستگی کامال باه    eLطول  ،که نرخ رشد لایه مرزی کاملاً به عدد رینولدز وابسته استاز آنجایی 

ورود  رشد لایه مرزی درکیفیت . دباش( نیز عملاً یک فاکتور تعیین کننده میdفاصله )رینولدز داشته و البته 

باشد. نمایی از جریان ورودی در یک ها مشابه جریان عبوری از بین دو صفحه تخت موازی میلوله جریان در

هاا پیشانهاد شاده    ی طول ورودی در لولهای برارابطهبر این اساس  نشان داده شده است. 6-3لوله در شکل 

 است:

d جریان آرام   (3-11)
e 060

d

L
Re. 

6 جریان آشفته   (3-11)
1

Re04.0 d
e

d

L
 

 :شودبه صورت زیر تعریف می dReقطر لوله بوده و  dدر رواب  فوق 

(3-12)    


dV
d Re 

 :، یعنیسرعت متوس  جریان است Vو

(3-13)    
2d

Q4

A

Q
V


 

2300Reها حد رینولدز بحرانی یعنی مرز بین رژیم آرام و آشفته حادود  در این جریان d    در نظار گرفتاه

تاوان بهاره   مای  (11-3)و پاس از آن از رابطاه    ( استفاده کرد11-3توان از رابطه )شود که تا این حد میمی

 جست.

 

 .ورودی در یک لوله یناحیه 6-3شکل 
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در یک مجرا به دلیل محدود شدن طول ورودی نسبت به محور طاولی   در آنها رخ سرعتهایی که نیمجریان

های توسعه یافته تنها در داخال  شود. لذا جریاننامیده می« 1جریان توسعه یافته»، ماندجریان ثابت باقی می

بنابراین  ها است.معطوف به این نوع جریان« جریان لزج داخلی»دهند و به همین دلیل بخش مجاری رخ می

 :توان دو نوع جریان داشتهای حل معادلات میرشد لایه مرزی و تأثیر آن بر رو  نظراز 

 جریان لزج خارجی )روی اجسام( -1

 جریان لزج داخلی )توسعه یافته( -2

 شد. جداگانه مطالعه خواهدهای فوق در بخشی هریک از دسته

 

  3و آشفته 2های آرامندی جریانبدسته  3-4

توان آن را در بخش کوچکی از میهای آرام و آشفته به قدری مفصل و گسترده است که نبحث تعریف جریان

این فصل جای داد. طبیعی است که کلیه سؤالات برآمده از این بخش در یک کتاب مکانیاک سایالات قابال    

. بنابراین با محدود نماودن  است تحصیلات تکمیلیپاسخ نبوده و نیاز به مباحث پیشرفته و عمدتاً در سطوح 

نده نمود که در فصول آتی راه گشای موضوعات موردنظر باشد حداقل تعاریف و رواب  بسبه توان انتظارات می

با این مقدمه باا   موکول نمود. یفرصت دیگر های جریان آشفته و بحث های مربوط به آن را بو مفاهیم ریشه

 :استخراج نمود ممنتماز معادله « چرخش»توان رابطه زیر را برای حرکت توجه به تعریف چرخش می

(3-14)    V
Dt

D 2 ).(  
 

استوکس غیرقابل  –از معادله ناویر کرل گرفتن  بااست. این معادله « هلمهولتز»این معادله معروف به معادله   

 یدهنده جمله اول سمت چپ نشان :گردد( سه جمله ملاحظه می13 -3. در معادله )آیدبه دست میتراکم 

مکاانیزمی از   ،بوده و مؤید این واقعیت است که باا تولیاد چارخش روی ساطح جاداره     « چرخش»جابجایی 

کند. در سمت راست این معادلاه جملاه سامت چاپ     جابجایی آن را به سمت پائین دست جریان هدایت می

                                                 
1 Fully Developed Flow 
2 Laminar 
3 Turbulent 



 

03 

 

شاد لایاه   واقع عامل اصلی ر مکانیزم نفوذ و تسری پیدا کردن چرخش در جریان است که به نوعی در معرف

اسات. عباارت   « چارخش »مکاانیزم کاش و قاوس     معارف ، شود. عبارت سمت راستیز محسوب میمرزی ن

( . )V بعدی این عبارت صفر می  دوجریان گردد و در فرض ، در واقع نرخ تولید چرخش نیز محسوب می

اسات. بایاد توجاه نماود     شود. اثبات این رابطه و مباحث مربوط به آن در کتب سطوح پیشرفته قابل مطالعه 

به عنوان یاک پدیاده ساینماتیکی تنهاا مطارح نباوده و دارای هاویتی        « چرخش» ،تمام این نکات بر علاوه

     ی آنانا دور حرکات  اختصاا  داده و موجاب   دینامیکی است و به عبارتی بخشی از جرم جریان را باه خاود  

می گردد. مباحث و مطالعات زیادی درباره شناخت و حرکت چرخش)ورتی سیتی( در مراجاع ارایاه شاده و    

 همچنان شناخت ورتی سیتی یکی از مباحث روز تحقیقاتی دنیاست.

ا یاک ناپایاداری   جریان آشافته ر توان ، مین ماهیت دینامیکی و رفتار چرخشمقدمه و با در نظر گرفت این با

ای محدود و با گرد  حاول  های لایه مرزی دانست. اگر چرخش شبیه به استوانهچرخشکامل دینامیکی در 

، این استوانه با قطری بسیار کوچک و سرعت دورانی بسیار بالا )مقدار چارخش( از روی  فرض شودمحور آن 

ین دست به سمت داخل جریان نفوذ نموده و با مکانیزم جداره تولید شده و در حین شسته شدن به طرف پائ

از دور آن کاسته شده و با اتکا به بقاء اندازه حرکت دورانی، قطار آن افازایش    لزجتکش و قوس تحت تأثیر 

 یابد.می

دهد که از جاداره باه   های چرخش را نشان میهای چرخش یا کرموضعیت شماتیک شبه استوانه 7-3شکل 

مرزی به بعاد   یلایه یشود و از روی لبهمرزی بزرگتر شده و از سرعت دورانی آنها کاسته میطرف لبه لایه 

  روند.ده و از بین میعملاً از حرکت دورانی بازمان

 

 .های چرخش )کرم( شبه استوانه 7-3شکل
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از  اینگااره تعبیر نوعی  و است« چرخش»ای شود و بیانگر چیدمان لایهمشاهده می 7-3در شکل که نظمی 

 های نوساانی خاود  داری دینامیکی شوند و دچار حرکتیدچار ناپا« چرخش»های است. اگر کرم 1جریان آرام

 گویند.می 2، به چنین جریانی جریان آشفتهپایا گردند

 :ن آشفته دارای چند ویژگی مهم استجریا

 جریان آشفته همواره ناپایدار زمانی است. -1

ماتیک در شا توان در مشاهدات تجربی سرعت در یک نقطه از لایه مرزی آشفته که به طور این موضوع را می

 مشاهده کرد. است، ( ترسیم شده7 -3شکل )

 

          

 

 

 .شماتیک سرعت نوسانی در جریان آشفته 8-3شکل 

 

سرعت را به دو بخش متوس  زمانی و نوسانی  ،توان در جریان آشفته( پیداست می8-3همانطور که از شکل )

 :یعنی ،تفکیک کرد

(3-15)    uuu  

 :و همچنین

(3-16)    



Tt

t
udt

T

1
u 

باوده و لاذا در    uهاای چارخش باعاث نوساانات     کرم یگردد ماهیت ناپایداری دینامیکبنابراین ملاحظه می

 دار زمانی است.ایصفر نیست و این رژیم همواره ناپ uجریان آشفته هیچگاه

 

                                                 
1 Laminar 
2 Turbulent 
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 :جریان آشفته، بی نظم است -2

 uشود که یاک متغیار مثال    به شرایطی گفته می اً، اساسه و مکانیک غیرخطینظم در جریان آشفتبی یواژه

، حتای یاک الگاوی تکاراری     الگاو ( دارای رفتار تکراری و یا تکرار 7 -3هیچگاه در الگوی زمانی خود )شکل 

ای ماکروساکوپیک قابال   هدر تمام پارامترهای جریان آشفته و حتماً در پدیدهنوسانی نیز نباشد. این موضوع 

  در جریاان آشافته در لحظاات   هاای پشات یاک سایلندر     هیچگاه شکل گردابه ،. به عنوان مثالارزیابی است

 باشد.میمختلف مشابه یکدیگر ن

 :جریان آشفته سه بعدی است -3

هاای  رمتا  ،دق استاهایی که فرض جریان دو بعدی برای متوس  جریان صدر جریان آشفته حتی در فیزیک

 0wتوان آنها را کوچک دانست. یعنای حتای اگار    هیچیک قابل اغماض نبوده و نمی wو u ،vنوسانی

 مقداری قابل توجه دارد. لذا همواره یک جریان آشفته سه بعدی است. vو uصفر نیست و در برابر wباشد

 :1آشفته خود پایاستجریان  -4

نناد  ا، مکانیزم تداوم این رژیام نیاز هم  یابدیتجلی م چرخشهای مرچون جریان آشفته در ناپایداری کامل ک

ساویه پایش مای    های دینامیکی همواره در جهت مصرف انرژی برای تداوم ناپایداری یکدیگر انواع ناپایداری

 ست.یارود و لذا خود پا

 

 تراکمتراکم و غیرقابلقابلجریان بندی دسته   3-5

هاای قابال تاراکم و    بندی به این نتیجه برسیم که تنها تفاوت جریانشاید در اولین برداشت از این نوع دسته

شود. این برداشت تا حدودی صحیح است اما برداشتی محدود تلقای  خلاصه میρغیرقابل تراکم در تغییرات

 گردد.می

.0در مقایسه با تغییرات سرعت و فشار نااچیز باشاد و باه عباارتی      ρاساساً در جریانی که تغییرات  V

که نسبت توان غیرقابل تراکم دانست و این در خصو  مایعات و حتی گازهایی ، آن جریان را میبرقرار باشد

                                                 
1 Self Sustaining 
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هاای  دلیال در جریاان   ینباشد نیز صادق اسات. باه هما    3/1سرعت جریان به سرعت صوت در آنها کمتر از 

برای تحلیل  ممنتم ، نیازی به حل کردن معادله انرژی نبوده و معادلات بقای جرم وآدیاباتیکتراکم غیرقابل 

 :یعنی ،کندجریان کفایت می

0V . 

VPg
Dt

VD 2  

const 

 باه  اولاً نیااز  ، p باه دلیال تغییارات    ،جریاان  باودن  در صورت آدیاباتیک یهای قابل تراکم حتناما در جریا

 pو ثانیاً تغییرات دیگر خوا  ترمودینامیکی به دلیل تغییرات  الزامی بوده ،حالت ی کمکیاستفاده از معادله

 حال شاود.   حالتو  ممنتمپیوستگی و باید در کنار معادلات  یانرژ یقابل توجه گردیده و حتماً معادله و

شود و پدیده انتشاار اماواج الاساتیک باا     نمی محدودبل تراکم و قابل تراکم به اینجا اهای غیرقتفاوت جریان

تاأثیر بسازای فیزیاک اکوساتیک و     سرعت نسبتاً محدود صوت در جریان قابل تراکم، خود عااملی دیگار در   

در یک جریاان قابال تاراکم چاون سارعت صاوت       نکته دیگر اینکه ست. ا ییهاتداخل امواج در چنین جریان

      هاا  لاذا در ایان جریاان    ،اسات  مقایساه با سرعت جریاان قابال    (زیهای مرامواج ناشی از شرطعامل انتشار )

 دسته کلی را معرفی نمود:ه توان سمی

1)ن مادون صورت جریا -1
C

V
M ) 

1جریان گذر صوت  ) -2
C

V
M ) 

1جریان مافوق صوت ) -3
C

V
M ) 

. همچنین حادود  باشدعدد ماخ می Mسرعت سیال و  V ،صوت سرعت C ،لازم به تذکر است در رواب  فوق

تواناد حادود ماادون    جسم پرنده در جریان قابل تراکم می اشاره شده فوق کاملاً تقریبی و کلی است و شکل

 جریان آزاد را تغییر و تعیین نماید. بودن ، گذر صوت و مافوق صوتصوت
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 فصل چهارم

 
 های داخل مجاریجریان
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  مقدمه   4-1

های صل سوم مطالعه گردید. در این بخش، جریانها از نقطه نظر رشد لایه مرزی در فبندی جریانطبقه

شناخت  و تراکم دو بعدی و پایا )پایدار زمانی( در شرایط کاملاً توسعه یافته مورد ارزیابی قرار گرفتهقابلرغی

 به ذکر است مخواهد شد. لاز ترکامل ستوکسا-ناویردر معادلات  2Vیگرادیان فشار و جمله، نیروی ثقل

 در وگردند جابجایی محسوب می یهای بدون جملهجریان یهای کاملاً توسعه یافته از دستهجریان که

 گیرند.قرار میر مورد مطالعه و ارزیابی تری در سطوح بالاتگسترده یبازه

 

  موازی ساکنتخت  یدو صفحه نجریان بی  4-2

کاملاً توسعه جریان  کافی زیاد برای وقوع شرایط یتخت موازی با طول به اندازه ی( دو صفحه1-4شکل ) 

های مرز بعد سوم که لبهسازد. دو صفحه دارای عمق بی نهایت بوده و این بدین معناست یافته را نمایان می

 توان جریان را دو بعدی در نظر گرفت.ه تأثیری روی جریان نگذاشته و میدورند کآنقدر 

 

 .جریان بین دو صفحه تخت موازی 1-4شکل 

 :غیرقابل تراکم و پایا )پایدار زمانی( خواهیم داشت، دو بعدی ممنتمبا در نظر گرفتن معادلات پیوستگی و 

(4- 1)   0
y

v

x

u









 

(4- 2)   )()(
2

2

2

2

y

u

x

u
g

x

p

y

u
v

x

u
u x
























 

(4- 3)   )()(
2

2

2

2

y

v

x

v
g

y

p

y

v
v

x

v
u y
























 
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ورودی  صفحات و بررسی جریان پس از طول دندر شرایط جریان کاملاً توسعه یافته با فرض طویل بو

 :داریم

(4- 4)   0




x

u 

 :( می توان نتیجه گرفت1-4) یبنابراین با استفاده از رابطه

(4- 5)   00 





y

v 

 :داریم ،با توجه به اینکه روی هر دو صفحه شرایط عدم لغزش برقرار است

(4- 6)   0),(),(),0(),0(  xhvxhuxvxu 

 :( داریم5-4) یبنابراین با انتگرال گیری از معادله

(4- 7)   )(),0( xfxvv  

تغییر  xوجود ندارد، یعنی نه مرزها در راستای  xبر حسب  vتغییرات  مبنی بردلیلی  این در حالیست که

اند ت نیز این برآورد را تأیید نمودهبنابراین همانطور که آزمایشا ،کندتغییر می xبا  u دهند و نهمی شرایط

)(0عملاً  xf و لذا:  

(4- 8)   0),( xyv 

 :شوند( با توجه به فرض توسعه یافتگی به شکل زیر ساده می3-4و ) (2-4به این ترتیب معادلات )

(4- 9)   )(0
2

2

2

2

y

u

x

u
g

x

p
x














  

(4- 11)   yg
y

p





0 

 :توان مجدداً نتیجه گرفتمی x (u)با توجه به ثابت ماندن فرم نیم رخ سرعت در راستای 

(4- 11)   0
2

2






x

u 

ن توسعه یافته را توان جریاطول صفحات آنقدر کوچک است که می به hهمچنین به دلیل آنکه نسبت 

کاملاً  این راستاحتی اگر ) yاساس مشاهدات تجربی تغییرات فشار در راستای بنابراین برکامل شده دانست، 
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رتی در جریان کاملاً به عبا و باشدمی xدر راستای فشارتغییرات  از بسیار ناچیزتر (در جهت شتاب ثقل باشد

 :توسعه یافته

(4- 12)   
dx

dp

x

p

y

p










0 

                                                                                                                 یا
x

p

y

p








 

 :زیر رسید یتوان به رابطهلذا از کل معادلات حرکت می

(4- 13)   
2

2
0 x

dp d u
g

dx dy
     

مسائل توسعه یافته در مختصات کارتزین صادق بوده و نه تنها مسئله بین  ی( برای کلیه13 -4) یمعادله

( منجر 13-4ل اخیر به معادله )دیگر مشابه نیز با استدلا یبلکه هر مسئله توسعه یافته ی تختدو صفحه

 گردد.می

  x به فقط  pو همچنین بستگی   y، برای کوچک دانستن تغییرات فشار در راستای برخی کتب مرجعدر 

 :دننماییان فشار را عددی ثابت محاسبه میاز روش زیر استفاده شده است و گراد

(4- 14)   0)0(
2
















xy

p
g

y

p

x
y 

 : yگیری مجدد در راستای با انتگرال

(4- 15)   ( ) 0
p p

const
y x x

  
  

  
 

و همچنین به نتیجه  گرفتتغییرات فشار را صفر در نظر توان می y یا به عبارتی در هر نقطه از راستای

ثابت ماندن 
x

p



 د.رسی 
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dpثابت ماندن 

dx
yuu)(و تابعیت  xg( نیز کاملاً هویدا است. زیرا ثابت بودن 13-4) یدر معادله    و

( )p p x ر است که تنها در شرایطی میسدر یک معادله
dx

dp  نیز مقدار ثابتی در کنار
2

2

dy

ud
  .باشد

 موردنظر به شکل زیر حل کرد. ی( را برای مسئله13-4) یتوان معادلهبنابراین می

(4- 16)   
2

2

)(
dy

ud
g

dx

dp
x   

 :( داریم16 -4) یگیری از معادلهبا انتگرال

(4- 17)   21

2)(
2

1
)( cycyg

dx

dp
yu x  


 

 :ه از دو شرط مرزی عدم لغزش داریمبا استفاد

(4- 18)   
0 ; 0

; 0

y u

y h u

 


 
 

(4- 19)   2 1

1
0 , ( )

2
x

dp
c c g h

dx



    

 :نیم رخ سرعت عبارت است از یبنابراین معادله

(4-21)   ))((
2

1
)( 2 hyyg

dx

dp
yu x  


 

یک سهمی است که ماکزیمم آن در  یفوق معادله یمعادلهشود همانطور که ملاحظه می
2

h
y  .قرار دارد 

 ( نشان داده شده است.2-4در شکل ) ی تختنیم رخ سرعت در جریان توسعه یافته بین دو صفحهنمایی از 

 

 

 .ی تختنیم رخ سرعت در جریان توسعه یافته بین دو صفحه  2-4شکل 
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، مقدار سرعت نیز صفر صفر باشند xgگردد در صورتی که عوامل گرادیان فشار و ملاحظه میهمانطور که 

توان سرعتی در سمت مخالف  تصور نمود. رتیب اگر جهت این عوامل عکس گردد، میگردد و به همین تمی

 تها در مخالف xمحور  خلافدر جهت  xgهمچنین در صورتی که 
dx

dp  که جریان را به سمت مثبت محور(

x مقدار ، طبیعی است که بسته به اند( اعمال نیرو نمایدرها میxgتر توان ماکزیمم سهمی را کوچک، می

بر اثر  xgکامل  یدانست و در صورت غلبه
dx

dp، و  برشمردمعکوس  را جریان
dx

dp  را به عنوان مانع حرکت

توان لذا می .ر نظر گرفتها د xبه سمت منفی محور 
dx

dp و xg در  ممنتمیا چاه  هرا به عنوان چشم

توانند نقش توانند عامل حرکت باشند و هم میاین جملات هم می. به عبارتی، تلقی نمودحرکت  یمعادله

 .را داشته باشنددر برابر عوامل دیگر  گیبازدارند

 :شودنتیجه میمشتق گرفته و  y( برحسب 21 -4) یاز معادله

(4-21)   )2)((
2

1
hyg

dx

dp

y

u
x 







 

 به شکل زیر است:« چرخش» یبنابراین معادله

(4-22)   )2)((
2

1
)( hy

dx

dp
g

y

u

x

v
x 









 


 

 ، کاملاً به مقدار عوامل حرکتyلذا مقدار چرخش علاوه بر وابستگی به 
dx

dp، xg  لزجت و همچنین

 :روی سطوح عبارت است از بستگی دارد. مقدار 

(4-23)   h
dx

dp
gh x )(

2

1
)()0(  


 

چه عامل حرکت یعنی  توان دریافت هرمی هاچرخش روی جدارهاز مقدار 
dx

dp
gk x    تر شدیدسرعت

یابد. همچنین باید توجه کرد که یک شدت چرخش روی سطح نیز افزایش می ،به وجود آورد یترو قوی

شتاب صفر است و چرخش و  با ، در واقع یک جریانیافته که فاقد جملات جابجایی استجریان توسعه 

 .وابستگی دارد تغییرات آن به عوامل حرکت و نه شتاب جریان
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 توان مقدار تنش برشی را نیز محاسبه نمود:به همین ترتیب می

(4-24)   
1

( )(2 )
2

x

u dp
g y h

y dx
  


   


 

دبی جریان و سرعت متوسط با فرض یبرای محاسبه
x

dp
k g

dx
  داریم: 

(4-25)   
3 2 3

2

0

0 0

( ) 1 ( ) ( )
2 2 3 2 12

h h

hk k y y h kh
Q u y dy y yh dy

  


        

 :نابراین سرعت متوسط عبارت است ازق صفحات صورت پذیرفته است. بکه محاسبات در واحد عم

(4-26)   
121

2kh

h

Q

A

Q
V





 

 به همین ترتیب ضریب اصطکاک روی یکی از صفحات عبارت است از:

(4-27)   21

2

w
fC

V





 

 :و همچنین

(4-28)   
0|

2
w y

k
h  


  

 :در نتیجه

(4-29)   
2

2 3
2

1442

1
( )

2 12

f

k
h

C
kh kh











  

 :رت را به صورت زیر بازنویسی نمودهمچنین می توان این عبا

(4-31)   2

12

( ) Re.
.

12

f

h

kh kh
C

khV V
V






 
  


 

که در آن 


 hV
h Re، بنابراین: 

(4-31)   .Re 12f hC  
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 :( به عدد پوزویل معروف است31 -4)حاصل ضرب سمت چپ عبارت 

(4-32)   .Re 12f hPo C  

 ثابت است.ی مقدار hReو عدد رینولدز  fCیعنی در این مسئله حاصلضرب ضریب اصطکاک 

تخت موازی و افقی در صورتی که طول  یصفحه توسعه یافته بین دو 21 ℃ در جریان آب  1-4مثال 

 باشد ، مقدار دبی جریان را محاسبه نمائید. kPa 511اختلاف فشار طرفین آن و  دهوب 𝑘𝑚 4صفحات

 (.باشدمی 𝑐𝑚5 )فاصله دو صفحه 

 حل:

31. است با: برابر 21 ℃برای آب  مقدار  10
2

N s

m
   

 :مچنین گرادیان فشار برابر است باو ه

55 10
125

34 10

dp p Pa

dx L m

  
   


 

 علامت منفی به خاطر آن است که فشار در جهت جریان کم می شود.

 :(25 -4) یبنابراین طبق رابطه

3 3 3

3

( 125) (0.05)
1.30

12 12 1 10 sec

kh m
Q

 

  
   

 
 

 

  1تخت موازی با صفحات متحرک )جریان کوئت( یجریان بین دو صفحه  4-3

نامتناهی  ی، غیرقابل تراکم و دو بعدی بین دو صفحه، جریان توسعه یافته1-4همانند بخش در این بخش 

در آن است  1-4بخش  یتفاوت این مسئله با مسئله دارند، قرار از یکدیگر hفاصله  ض زیاد درو عر طول با

0که  xg
dx

dp را در نظر  3-4منظور شکل  ین. به هماستصفحات  سرعت یکی از، و تنها عامل حرکت

0( و با در نظر گرفتن فرض 13-4) یبا استفاده از معادله بگیرید. xg
dx

dp داریم: 

                                                 
1 Cuette Flow 
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(4-33)   0
2

2


dy

ud 

 

 .شماتیک جریان کوئت 3-4شکل 

 

 :( داریم28 -4) یگیری از معادلهبا دو بار انتگرال

(4-34)   
21)( cycyu  

 :مرزی روی صفحات عبارتند از ایطشر

(4-35)   
0)(,0)0( Uhuu  

 :محاسبه شده و داریم 2cو  1cر ثوابت دا( مق31-4( و )29-4با ترکیب روابط )

(4-36)   
h

y
Uyu o)( 

 

 .نیم رخ سرعت در جریان کوئت  4-4شکل 

 

چرخش و تنش برشی  یبرای محاسبهنشان داده شده است.  (4-4)در شکل  نیم رخ سرعت در جریان کوئت

 :داریم
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(4-37)   
h

U

y

u 0


 

 و لذا:

(4-38)   
h

U

y

u

y

u

x

v 0)( 













 

 و همچنین:

(4-39)   
h

U

y

u 0 



 

 و مقدار آن در تمام مقطع جریان ثابت است.

 :ازمقدار دبی جریان نیز عبارت است 

(4-41)   h
U

dyyuQ

h

2
1)( 0

0

  

 :لذا

(4-41)   
21

0U

h

Q
V 


 

با فرض  fCبنابراین مقدار ضریب اصطکاک 


 hV
h Re عبارت است از: 

(4-42)   
0

2
0

4

1 1

2 2 2

w
f

U

hC
U h

V VV




 


   

 :و در نتیجه

(4-43)   .Re 4f hPo C  

 است. 1 -4بخش  یعدد پوزویل جریان کوئت کمتر از مسئلهدر نتیجه 

     ، ملاحظه ( دقت شود33-4) یشود. اگر به معادلهبسیار مهمی حاصل می یمسئله نتیجهاین از حل 

 است. 2Vنفوذ یعنی یحرکت بخشی از جمله یباقی مانده از معادله یگردد که تنها جملهمی
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 باشدمی2Vیی آن جملهیاضکوئت تنها یک مکانیزم که نماد ر یتوان دریافت در مسئلهمی ترتیببدین 

درآمده و این درحالی مسئله تنها یکی از صفحات به حرکت  صورت حاکم است. از سوی دیگر با توجه به

به حرکت درآمده نبوده ولی  حرکت یمهچشحاوی  ،یعنی سیال بین دو صفحه ،های زیرین آناست که لایه

به داخل  2Vتوان نتیجه گرفت که اثر دو مرز جریان یعنی مرز ثابت و متحرک با مکانیزماست. لذا می

، گرددتوزیع دما می باعث ما کهجریان نفوذ کرده و همانند انتقال گرمای هدایتی در یک دیوار با اختلاف د

در  2Vیتوان دریافت که جملهرکت گردیده است. به همین دلیل میباعث ح اختلاف سرعت در اینجا

 سازد.تر میکوئت را آشکار یی مرزها به داخل جریان است و این اهمیت مسئلهممنتمواقع نفوذ شرایط 

شود. ت بین دو صفحه اشاره مییهدا یگرما به مسئله یکوئت و مسئله یدرک بهتر تشابه بین مسئله ایبر

 :م بر هدایت دائمی به شرح زیر استحاک یمعادله hهدایت در یک دیوار به ضخامت  یدر مسئله

(4-44)   0
2

2


dy

Td 

 
 .هدایت دائمی در یک دیواره  5-4شکل 

                                                             

 اعمال شرایط مرزی: گیری وانتگرال می گردد که با ملاحظه

(4-45)   
h

y

T

T


1

 

کوئت تفاوت  یتفاوت دو مسئله تنها در آن است که اختلاف دما باعث نفوذ گرما شده ولی در مسئله

 یرا می توان در مسئله ممنتمدما و  نفوذ تفاوت نسبت گردیده است. ممنتمسرعت دو صفحه باعث نفوذ 

 .هدایت و کوئت ناپایا دریافت
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 جریان کوئت به شرح زیر است:نفوذ در و  مسطح یدر دیواره ی حرارتمعادلات مکانیزم نفوذ پایا

(4-46) 
2

2

y

T

t

T









 

(4-47)   
2

2

y

u

t

u









 

نمایند. نفوذ می و گرما با ضریب  با ضریب  ممنتمکه  ریافتتوان دمی( 74 -4( و )64-4از معادلات )

است که  ای در مبحث جریان لزج برخوردار بوده و در واقع این از اهمیت ویژه از این جهت پارامتر 

تواند تفاوت لازم بین نمیلذا جریان و تشکیل لایه مرزی است.تعیین کننده نفوذ چرخش به داخل میدان 

 .هویدا سازدنفوذ شرایط مرزی  حیثدو جریان از دو سیال مختلف را از 

 

 ه با سطح آزادتجریان توسعه یاف  4-4

ی را در نظر بگیرید دعمو یشارش روی یک دیواره یمسئله ،ه شودببرای آنکه شرایط مرزی سطح آزاد تجر

که ضخامت جریان  با توجه به اینکه .است مفروض ی برای این مسئلهو شرایط توسعه یافتگ ثابت مانده

x ، (𝑑𝑝تغییرات فشار در راستای لذا  ،برقرار است 0pدر همه جای جریان فشار اتمسفر 

𝑑𝑥
به  ،( ناچیز است

 :حرکت داریم یهمین دلیل از معادله

 (4-48)   
2

2

dy

ud
g0   

 

 .ی شارش روی دیوارشماتیک مسئله 6-4شکل 

 شرایط مرزی این مسئله عبارت است از:
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00u       عدم لغزش (الف-4-49) )( 

)(0       سطح آزاد   (ب-4-49)  

 اعمال دو شرط مرزی فوق: گیری وانتگرال با

2

1 2

2

( )
2

(0) 0 0

g
u y y c y c

u c






  

  

 

1 1( ) 0 0
du g g

c c
dy

 
  

 


       

 :و در نتیجه

(4-51) 2( ) ( 2 )
2

g
u y y y





   

 :به ترتیبی که قبلاً عنوان شد

(4-51) )()()22(
2

ygygy
g

y

u





 




 

 :دیوارو روی سطح 

(4-52)  gw  

 :به همین ترتیب

(4-53) 












332
1

3
3

3

0

gg
udyQ 











  

 :لذا

(4-54) 




 31

2gQ
V 


 

 :بنابراین

(4-55) 2

6 6

1 1 Re

2 2 3

w
f

g
C

g
V V VV 

  

 
 



    

 :لذا داریم
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(4-56) .Re 6fPo C   

 مشابه جریان کوئت بیشتر است.ویل این جریان از مقدار زبه این ترتیب عدد پو

 

 هاجریان توسعه یافته در داخل کانال  4-5

بعدی در داخل یک کانال با مقطع تراکم سهنطور که از عنوان این بخش پیداست، جریان غیرقابلهما

  مقطع دلخواه در سیستم ،( نمایش داده شده است7-4محدود موردنظر است. اگر در کانالی که در شکل )

   

 

 

 

 .جریان توسعه یافته در کانال با مقطع دلخواه 7-4شکل 

برقرار باشد  کارتزین در نظر گرفته شود و شرط عدم لغزش نیز در تمام این مقطع یعنی منحنیمختصات 

به بعدی شبیه معادلات جریان پایا و توسعه یافته در شرایط سه )که همواره در شرایط عمومی برقرار است(.

 یمرتبه مشتق یجمله، دو  xدر راستای  ممنتم یشوند با این تفاوت که در معادلهساده می بعدیحالت دو 

 :"لذا اولا ،شوددوم دیده می

(4-57) 0









z

p

y

p 

 : xدر راستای  ممنتم یو همینطور معادله

(4-58) )(0
2

2

2

2

z

u

y

u
g

dx

dp
x









  

)( ،رض شودفوق ف یاگر در رابطه
dx

dp
gk x   خواهیم داشت: 

(4-59) )(
2

2

2

2

z

u

y

u
k0









  

 :داریمتغییر متغیر زیر با
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(4-61) 
( , )

( , )
u y z

y zu
k



  

 :( داریم59 – 4) یبا اعمال این تغییر متغیر در رابطه

(4-61)  0u1u2  
,     یاk

k

z

u

y

u
2

2

2

2









 




)( 

 صفر است. روی مرز  u*موسوم است و مقدار  لهدیریک ی( به مسئله16-4) یرابطه

و در اینجا از تکرار آن آمده است  [4]مرجعهای مختلف در با هندسه ی رودیریکله به  یجواب مسئله

 گیرد.مقطع دایره مورد بررسی قرار میا یعنی کانال ب ولهاما جریان درون ل ،شودپرهیز می

 

 جریان داخل لوله  4-6

در  ،ای استترین مختصات، سیستم مختصات استوانهبا توجه به اینکه برای جریان داخل لوله مناسب

 شود.ها میزیر برای لوله یبه معادله ( منجر61-4) یای تعریف لاپلاسین و رابطههسیستم مختصات استوان

(4-62) )(
dr

du
r

dr

d

rdx

dp 
    

 :گیری داریمبا انتگرال

(4-63) 
r

c
r

dx

dp

dr

du 1

2

1



    

2                                                                          :نتیجه و در

1 2

1
( )

4

dp
u r r c Ln r c

dx
   

 :یعنی ،ماندیط مرزی باقی میشرااعمال به این ترتیب تنها 

(4-64)       0
r

u

0r








 یا  محدود   )( 0ru 

   0Rru  )( 

 با شرایط فوق خواهیم داشت:

(4-65) 2

1 2

1
0 ,

4

dp
c c R

dx
      
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 :شودسرعت به شکل زیر حاصل می یمعادله 2cو  1c اعماللذا با 

(4-66) )(
4

1
)( 22 Rr

dx

dp
ru 


    

 نتیجه:در

(4-67) 
dx

dpR
R

dx

dp

r

u
Rrw

2
)2()

4

1
(| 




 


    

 :از طرفی

(4-68) 
4 2 2 4

0 0

2
2 ( )

4 4 2 8

RR
dp r R r R dp

Q r u r dr
dx dx

 


 

 
     

 
    

 و 

(4-69) 
dx

dpR

R

Q
V

8

2

2



    

 :لذا داریم

(4-71) 
2

8 82
1 1 Re

( )
2 2 8

w
f

d

R dp

dxC
RR dp

V V VV
dx



 




   



    

 بنابراین:

(4-71) .Re 8f dPo C     

توان نوشته نشده و دلیل دیگری وجود ندارد و می xgتوجه شود که اینجا صرفاً برای سهولت عبارت 

 .به دست آوردنیز  xgهمراه با اثر را ( 66 -4) ینیمرخ سرعت سهمی رابطه

شود و از طریق زیر محاسبه می فشاره توسط گرادیان لداخل لو یاجبارمقدار سرعت ماکزیمم در جریان 

)0(توان به راحتی دید که این مقدار همان می ru .است 

(4-72)  
dx

dpR
R

dx

dp
ruu

 4
0

4

1
)0(

2
2

max     

 بنابراین:

(4-73) 








 2

R

r
1

u

ru
)(

)(

max
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 داخل دو سیلندر دوار یجریان توسعه یافته  4-7

( دقت شود دو سیلندر به شعاع 8-4اگر به شکل )
1R  و

2R ای های زاویهبا سرعت
2 و1   به صورت هم

 .است مرکز در حال دورانند و سیال بین این دو بر اثر چرخش سیلندرها در حال حرکت در جهت 

 

 .سیلندرهای دوار هم محور  8-4شکل 

 

   ای پرداخته تراکم در مختصات استوانهاستوکس غیرقابل -ابتدا به بازنویسی معادلات پیوستگی و ناویر

 :شودمی

 پیوستگی: یمعادله

(4-74) 1 1
. ( ) x

r

v v
V rv

r r r x





 
   

  
    

 :r در راستای ممنتم یمعادله

  

(4-75) 

























































2

r
2

22

r
2

2r

r

2
r

x
rr

r
r

x

vv

r

2v

r

1
rv

rr

1

r

g
r

p

r

v

x

v
v

v

r

v

r

v
v

t

v













)]([

)(

    

 

 



 

56 

 

 : ممنتم در راستای ی معادله

 :)راستای طولی(xو همچنین در راستای 

 :یعنی ،با توجه به اینکه جریان دارای شرایط زیر است

(4-78) 0
x

rvv0vv xr 



 ,)(,     

زیرا ، صفر است پارامترها نسبت به  یجریان دارای تقارن محوری است یعنی تغییرات کلیههمچنین  و

رح ( به ش77 -4( تا )74 -4معادلات ) لذا نسبت به محور دارای تقارن هندسی و فیزیکی هستند. هااستوانه

 :شودزیر ساده می

(4-79) . 0V     

(4-81) 
2

r

v p
g

r r

 


   


    

(4-81) 
















 )(

1
  rv

rrr
g00    

0gیکه یجاآناز    ار در غیر راستای آنچه قبلاً گفته شد تغییرات هیدوراستاتیکی فشو همچنین مطابق

 :لذا ،حرکت ناچیز است

(4-82) 
2vp

r r





    

       و

(4-83) 










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(4-76) 
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( در واقع اثر نیروی جانب مرکز است که باعث تغییرات 82-4) یتنها معادلات باقی مانده خواهد بود. رابطه

 :( داریم83-4) یگردد. بنابراین از معادلهمی rفشار در راستای 

(4-48)                                 
r

c
rcv 2

1      یا 
r

c

2

rc
vrcrv

dr

d 21
1   )(    

 :مرزی ایطبا اعمال شر

(4-85)                                      
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(4-86)                                      
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 :و در نتیجه
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(4-87)                                      
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 :بنابراین

(4-88)                                      
2 2 2 2

2 2 1 1 1 2 1 2

2 2 2 2
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( ) 1R R R R
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 
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v یهبا محاسب  توان تغییرات فشار در راستای میr .را محاسبه کرد 

 

 



 

56 

 

 چهارممسائل فصل 
 

به سمت جریان  𝑈0یک جریان لزج توسعه یافته بین دو صفحه تخت که صفحه بالایی با سرعت   5-1

 در حرکت است را در نظر بگیرید. برای غلبه بر اختلاف فشار در واحد طول
L

pp 21  توان لازم برای ،

 حرکت صفحه بالایی را محاسبه نمایید؟

 
در شکل زیر جریان یکنواخت یک لایه نازک از مایع بر روی سطح شیبدار به طرف پایین برقرار است.  4-2

21 را طوری تعیین کنید که مقدار  3dd  باشد؟ 

𝑑1ضخامت مایع بر روی سطح شیبدار : 

𝑑2 ضخامت مایع بر روی سطح عمودی : 
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کند. با صرفنظر کردن از نیروهای حرکت می 𝑥در راستای  𝑢0مطابق شکل زیر قطعه بالایی با سرعت  4-3

 ؟تعیین نماییدLو 0p،1h، 2h، 0u اینرسی در مقابل نیروهای لزجی موارد زیر را بر حسب مقادیر معلوم

 الف( پروفیل سرعت بین قطعه متحرک و سطح ثابت؟

 ب( دبی عبوری از فضای بین قطعه متحرک و سطح ثابت؟

 ج( پروفیل فشار؟

0201 ,,;,,0 pphyLxpphyx  

 

 

از هم قرار دارند، طبق شکل حرکت  tیک ورق نازک و با مساحت زیاد بین دو سطح ثابت که به فاصله  4-4

         و در طرف دیگر روغن با لزجت 𝜇شود. اگر در یک طرف صفحه متحرک، روغن با لزجت داده می

𝑘𝜇   (k وجود داشته باشد، صفحه متحرک باید در چه فاصله )ای از سطح پایین قرار گیرد تا عدد ثابت

حداقل باشد؟) جریان توسعه یافته بوده و گرادیان فشار  𝑉0نیروی لازم جهت کشیدن آن با سرعت ثابت 

(
𝑑𝑝

dx
 ( صفر است(
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 Uپر شده است. اگر استوانه داخلی با سرعت  ρچگالی و  μسیالی با لزجت از دو استوانه هم مرکز بین  4-5

 نمایید:، تعیین فشار در راستای حرکت ناچیز باشد با فرض اینکه گرادیانو  به سمت راست کشیده شود

 الف( پروفیل سرعت بین دو استوانه؟

 ب( تنش برشی روی استوانه داخلی؟

 ج( توان مصرفی حرکت استوانه داخلی؟
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 فصل پنجم

 
 خارجی های لزججریان
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 تقریب لایه مرزی   5-1

های غیرقابل تراکم از این مجموعه لزج خارجی که در فصل سوم تشریح گردید به جریانهای در جریان

تشریح  ندازه کافی بالاز به اینولدرعدد  باهایی ا در جریانرها بسنده نموده و تقریب لایه مرزی جریان

های لزج خارجی که ضخامت لایه مرزی آنها در وسیعی از جریان یدر این بخش به خانواده .نماییممی

  :، یعنیشودمقایسه با طول جسم کوچک است پرداخته می

(5-1)  1
L


 

 ( ضخامت لایه مرزی وL است طول جسم.) 

 :شویمو بعدی را مجدداً یادآور میغیرقابل تراکم د ییااپمعادلات جریان به همین منظور 

(5-2)  0
u v

x y

 
 

 
 

(5-3)  2 2

2 2

1
( ) x

u u p u u
u v g

x y x x y




    
     

    
 

(5-4)  2 2

2 2

1
( ) y

v v p v v
u v g

x y y x y




    
     

    
 

گفته شد که بالا رفتن عدد ( )قبلاً در بخش سوم 1-5ارضاء شرط )بالا برای رینولدز  های بار جریاند

توجهی روی مقدار نیروهای بدنی تأثیر قابل  ،براساس مشاهدات شود(شدن لایه مرزی میرینولدز باعث نازک

 . ( حذف کرد4-5( و )3-5ز معادلات )را ا ygو  xgتوان . بنابراین میگذارندحرکت نمی

 ی. این روش به صورت اجمالها کمک گرفتمرتبهی برای درک تقریب لایه مرزی نازک باید از روش مقایسه

 .شودمطرح می این فصلقل توضیحات در حدابا و 

 

 هامرتبه یکردن معادلات حرکت به کمک روش مقایسهساده  5-1-1

درنظرگرفته و براساس این رامترهای اصلی مسئله، مقیاس مناسبی را اپها برای مرتبه یدر روش مقایسه

نموده و درصورتیکه مراتب برخی جملات کوچکتر از جملات مختلف معادلات را با یکدیگر مقایسه  ،مقیاس

 ،رینولدز بالا یا همان لایه مرزی نازک های با. در مسئله جریانشوندشند از معادلات حذف میحد مطلوب با

 . گیردقرار میها ( معیار قضاوت مرتبه1-5شرط )
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  شود:زیر درنظر گرفته میهای رتبهبه همین منظور م

)  (الف-5-5) )O u U 

)  (ب-5-5) )O x L 

)  (پ-5-5) )O y  

( استفاده کرد و 2-5) یتوان از معادله. براساس مراتب فوق میاست (order) همان مرتبه Oمنظور از 

 . را تعیین نمود v یمرتبه

(5-6)  
 

 
( ) ( )

O u
O v O y U

O x L


  

 :توان نتیجه گرفتمییا به عبارت دیگر 

(5-7)  ( ) 1
v

O
u L


  

 ممنتمنسبت به  yدر راستای  ممنتم یتوان استنتاج کرد که تمام جملات متناظر معادلهمیفوق  یبا نتیجه

 :از همین نسبت برخوردار است. مثلاً xدر راستای 

( ) 1

u
v

vxO O
u u L

u
x


 

     
 

 

 

دارای این نسبت  xدر راستای  ممنتم یدر مقایسه با معادله yدر راستای  ممنتم یبنابراین کل معادله

هایی است که نسبت جریان یمقیاس است. از آنجاییکه هدف مطالعه
L


به قدر لازم کوچک است، لذا کل  

 . قابل اغماض است  x در راستای ممنتم یدر مقایسه معادله yدر راستای  ممنتممعادله 

شاید در اینجا این سؤال مطرح گردد که 
p

y




ان کاملاً جری رسخ مشابه آنچه است که داپ؟ شودچه می 

که انحنای سطح صورتی. بله تمام مشاهدات حاکی از آن است که تغییرات فشار در توسعه یافته مشاهده شد

 . ین جمله کوچک و نزدیک به صفر استآنگاه ا بتوان رابطه زیر را مفروض دانست، بزرگ باشد و

1
R


 
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  (.1-5)شکلضخامت لایه مرزی است انحنای سطح و  Rدر اینجا 

 

 

     

 

 .روی جسم با انحنا( نمایش جریان لایه مرزی 1-5شکل )

 

 ییکی از جملات معادله. از سوی دیگر را با آسودگی خاطر حذف نمود ممنتم یتوان کل معادلهبنابراین می

 yنسبت به نفوذ در راستای  xنفوذ در راستای  ی. یعنی جملهنیز قابل اغماض است xدر راستای  ممنتم

 . کوچک است

(5-8 )                                                                              

2

2 2
2

2

22

( ) 1

u U

x LO
U Lu

y









 
 
    
 
 
  

 

است که دیگر انتقال حرکت از طریق  xدقیقاً به خاطر قابل توجه بودن مکانیزم جابجایی در راستای این امر 

ترین حالت خود قابل معادلات حرکت به فرم زیر به سادهبنابراین  . قابل توجه نخواهد بود xنفوذ در راستای 

 :بازنویسی است

(5-9)  0
y

v

x

u









 

(5-11)  
2

2

y

u

x

p1

y

v
v

x

u
u






















 

اشاره شد در  3در فصل . همانطورکه برنولی است یباقیمانده از تقریب لایه مرزی، استفاده از معادله ینکته

. از آنجاییکه ی برنولی استفاده کردتوان بین هر دو نقطه از جریان از معادلهیک میدان غیرچرخشی می

لذا  چرخشی است،غیرزی عملاً جریان با تقریب بسیار خوب براساس تعریف لایه مرزی، بیرون از لایه مر

. ی برنولی استفاده کرددیگری از معادله یا هر امتداد xتوان بین نقاط بیرون لایه مرزی در امتداد می

برنولی  یهای با لایه مرزی نازک قابل اغماض بوده و معادلههمچنین از طرفی نیروی بدنی نیز در جریان
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0 توجه به این مطلب که. شودفشار و انرژی جنبشی محدود میتنها به جملات 
p

y





دهد این نوید را می ،

. ( اعمال نمود11-5ی )توان فشار را در بیرون لایه مرزی محاسبه نمود و سپس آن را در داخل معادلهکه می

 : ( داریم2-5لی و با توجه به شکل )برنو یبه این ترتیب با استفاده از معادله

(5-11)  e
e

dudp
u

dx dx
  

                                            

 

 

 

 

 

 .نمایشی از لایه مرزی نازک و نمای سرعت 2-5شکل 

 

بوده و به سرعت غیر لزج یا غیرچرخشی موسوم است و تنها تابع انحنای سطح در  xتنها تابع  euسرعت 

نیز  y، تابع  xسرعت درون لایه مرزی بوده که علاوه بر تابعیت از  ،u(y,x). اما سرعت است xراستای 

لایه مرزی با فشار از  یروی لبه xتواند در راستای درواقع همان سرعتی است که می eu(x). سرعت باشدمی

0و از آنجاییکه  باشد در تماس برنولی یطریق معادله
p

y





Aتوان دید که می ، Bp p. 

   یتوانیم از طریق رابطهمی ،براساس انحنای سطح را بدانیم eu(x) یبنابراین درصورتیکه روش محاسبه

روش معادلات اویلر و یا روش حل معادلات  eu(x). برای محاسبه ییرات فشار را نیز برآورد نماییم( تغ5-11)

2لاپلاس  0  یحوصله ست که ازا ایها هریک شامل مباحث گسترده. این روشقابل استفاده است 

2کارشناسی خارج است اما در فصل ششم به روش معکوس حل   یکتاب مکانیک سیالات دوره 0  

توان . با توضیحات فوق میگیردای مورد ارزیابی قرار مییهاپهای ساده و اشاره خواهد شد و برخی جریان

 :کردبازنویسی ( را به صورت زیر 11-5( و )9-5معادلات )



 

78 

 

(5-12)  0
u v

x y

 
 

 
 

                         

(5-13)  
2

2
e

e

duu u u
u v u

x y dx y


  
  

  
 

      

 هایی صادق استتنها برای جریان و( موسوم به معادلات تقریب لایه مرزی است 13-5( و )12-5معادلات )

1 که
L


. 

حل جریان روی  یواقع به بهانه پردازد و دراین معادله روی اجسام میهای حل تمام این فصل به روش

 .نمایدل این معادلات را معرفی میکلی ح هایروشتخت  یصفحه

  

 حل معادلات لایه مرزیهای روش  5-2

 :روش زیر است 4اجسام عمدتاً شامل حل معادلات لایه مرزی روی 

 1هامرتبه یجواب از طریق روش مقایسه یحل مرتبه  -1

 2حل تشابهی  -2

  3حل به روش انتگرالی  -3

 4حل عددی  -4

نه و مبحثی گسترده محسوب شود اما روش چهارم خود درس جداگاسه روش اول در اینجا بیان و معرفی می

 .گرددمی

 

 هامرتبه ییه مرزی روی صفحه تخت به روش مقایسهحل جریان لا  5-2-1

 ست که:ا تخت این یصفحه ینکته قابل توجه درباره مسئله

                                              
1 Order of Magnitude 
2 Similarity Solution 
3 Integral Solution 
4 Numerical Solution 
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(5-14)  ( )eu x const 

 یبنابراین با استفاده از رابطه. گرددتر میدر فصل بعد کاملاً روشن و دلیل این امر نیز واضحاین اطلاعات 

 . شوندی تخت ساده می( به شکل زیر برای صفحه13-5( و )12-5( معادلات )5-14)

(5-15)  0
u v

x y

 
 

 
 

(5-16)  
2

2

u u u
u v

x y y


  
 

  
 

 یاستفاده از معادله ،. تنها تفاوت( گفته شد1-5آن است که در بخش ) ها مشابهمرتبه یروش حل مقایسه

سمت راست  ی( با مرتبه16-5) یسمت چپ رابطه ی. بنابراین مرتبهبرای رسیدن به یک رابطه است ممنتم

 شود. حاصل می ی زیرآن برابر قرار داده شده و رابطه

2

2 u

L

u


   

 :در نتیجه 

(5-17)  
L

1

L Re


 

 که در آن: 

(5-18)  ReL

u L


 

توان دریافت که رشد لایه مرزی نسبت به طول صفحه با ( که به سهولت به دست آمد می17-5جواب ) از

. این رابطه به وضوح )یک( است 1متناسب است و عدد تناسب نیز عددی از مرتبه عکس جذر عدد رینولدز 

. درواقع شودیه مرزی نسبت به طول جسم میدهد که افزایش عدد رینولدز باعث نازک شدن لانشان می

 :چنین نتیجه گرفت توانمی

  ".ها به نفوذ آنهاستجابجایی چرخش معدد رینولدز نسبت مکانیز" 

 ([4]).صادق است xRe<0001تقریب معادلات لایه مرزی از  ،مشاهداتبراساس 

 حل تشابهی جریان روی صفحه تخت  5-2-2

( است. در برخی از 16-5( و )15-5معادلات )معادلات مورد استفاده برای جریان روی صفحه تخت همان 

های نسبت به یکدیگر منحنی xهای سرعت در راستای رختوان دریافت که نیممی ،های لایه مرزیجریان
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. جریان روی صفحه تخت نیز هستندکنند و دارای ضریب تشابهی متأثر از عوامل جریان ی ایجاد میهمشاب

ای به صفحهتوان به وجود آورد که می را های سرعت این ایدهرخنیم. ویژگی تشابه ای داردچنین ویژگی

، در xهای سرعت مختلف در راستای رخنیم ،محاسباتی یافت که با استفاده از ضریب تشابه یعنوان صفحه

𝑦( صفحات 3-5. شکل )و ثابت گردد این صفحه یکسان شده و در واقع رشد لایه مرزی روی آن متوقف −

𝑥 و 𝜂 − 𝑥  دهد.را نمایش می 

 

 

 

 

 

 

  .محاسباتی یصفحه ـرخ تشابهی سرعت و بالف ـ نیم  3-5شکل 

 

  :ه شکل زیر محاسبه و پیشنهاد نمودمتغیر تشابهی را ب بلازیوسمقدمات با این 

(5-19)  eu
y

x



 

(5-21)  ( )
e

f
xu





 

توان جملات ( می21-5( و )19-5ی و تعاریف )اهبا استفاده از تعریف تابع جریان و روابط مشتقات زنجیر

 :( را محاسبه نمود16-5) ممنتم یمختلف معادله

(5-21)  . e
e e e

u
u f xu f xu u f

y y x


 



 
     

 
 

(5-22)  

1 1
( )

2 2

e e eu u u
f f f f

x x x

  
 

 
      

 
1

2
1 1

2 2
e ev u x f xu f

x x


 

  
     

  
 

 

(5-23)  ( )
2

e e

u
u f f u

x x x

 
   

 
 



   

 )الف( ب((
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 (5-24)  e
e

uu
u f

y x





 

                              

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

𝑢𝑒
2

𝜈𝑥
𝑓′′′ 

 :داریم ،euبودن با توجه به ثابتو  است ( که برای صفحه ساده شده16-5) ممنتم یبا تشکیل معادله

2
1

( ) ( )
2 2

e e e
e e e

u u u
u f f u f f u f f

x x x x


 

 
        

 با ساده کردن این معادله:  

2 2 2 2
1 1

(
2 2 2

e e e eu u u u
f f f f ff f

x x x x


         

 :و در نتیجه 

(5-25)  1
0

2
f ff   

شخصی پس شود و . این معادله از روش سری توانی حل میی بلازیوس استمعادلهفوق موسوم به  یمعادله

است که ( 1-5همان جدول ). این جدول تر و طی جدولی ارایه نموده استقاز بلازیوس جواب سری را دقی

 . ارائه شده استبه صورت زیر 

 بخشی از جدول حل بلازیوس.  1-5 جدول

( )f  ( )f  ( )f   

0.3321 0.0 0.0 0.0 

0.3309 0.1659 0.0415 0.5 

0.3230 0.3298 0.1656 1.0 

0.3026 0.4868 0.3701 1.5 

0.2668 0.6298 0.6500 2.0 

0.2174 0.7513 0.996 2.5 

0.1614 0.8460 1.3968 3.0 

0.1078 0.9130 1.8377 3.5 

0.0642 0.9555 2.3057 4.0 

0.0340 0.9795 2.7901 4.5 

0.0159 0.9915 3.2833 5.0 

0.0024 0.9990 4.2796 6.0 

0.0002 0.9999 5.2792 7.0 

0.0000 1.0000 6.2792 8.0 
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5براساس قرارداد در  1-5از حل جدول   تنسب 
e

u

u
ه قبولی نزدیک به یک است و این نقط به حد قابل 

 :شود. بنابراینمی قراردادی لایه مرزی لبه

y    5و   

 : ( داریم19-5لذا براساس رابطه )

(5-26)  
5

5
Re

e

x

u

x x





   

 ( نیز:26-5) یدر رابطهو 

(5-27)  Re e
x

u x


 

ها نیز برآورده شده بود و در اینجا عدد دقیق مرتبه یگردد که این جواب از طریق روش مقایسهمشاهده می

 . ی و عکس جذر رینولدز تعیین گردیدتناسب رشد لایه مرز

f  ،f( که مقادیر 1-5با استفاده از جدول )  وf   توان مقدار ده است میکرتعیین راτ
𝑤

را نیز  𝐶𝑓و  

 : تعیین نمود که داریم

(5-28)  0

2 2

0.664

1 1 Re

2 2

yw
f

x
e e

u

y
C

u u





 






   

روی سطح  𝐶𝑓گیری با انتگرال ،که ناشی از نیروی اصطکاک استی کل روی صفحه پساضریب نیروی 

 :آیدبه صورت زیر بدست میصفحه 

(5-29)  
0

1.328 1
( )

Re

L

D f
L

C L C dx
L

   

 Re>1000ه زی کل درباپسابلازیوس برای محاسبه ضریب نیروی  یهبراساس مشاهدات تجربی، نتیج

 . ستدقیق ا

 (1957)1ایمائیتوسط  ،باشدجریان لایه مرزی نمی یکه در محدوده >1000Re1> یهباز جریان در

 :است شدهپیشنهاد  برای آنی زیر مطالعه گردیده و رابطه

                                              
8Imai  
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(5-31)  
LL

D LC
Re

3.2

Re

328.1
)(  

 .لایه مرزی صفر نیست یعمودی سرعت در لبه یست که مؤلفها دیگر قابل ذکر از حل بلازیوس این ینکته

 :از معادلات حاصل شده دید کهتوان با استفاده می

(5-31)  
0.8604

( , )
Re

e

x

u
v x   

عملاً منظور   6.0 همان  باشدمی . 

 حل تقریبی جریان روی صفحه تخت به روش انتگرالی  5-2-3

ساس روش ا یتخت به روش انتگرالی ابتدا به توضیح درباره یبرای بیان حل تقریبی جریان روی صفحه

 . شودانتگرالی پرداخته می

 

 روش انتگرالی  5-2-3-1

ت عمود بر سطح گیری شده حرکت در جهلات انتگرالتقریبی است که روی معادلی یک روش روش انتگرا

 ارائهگیری شده نتگرالبه صورت ا yدر امتداد . به همین منظور ابتدا معادلات لایه مرزی رودجسم به کار می

آن را که لید شده روی بزرگنمایی شده از جسم و لایه مرزی تو ییک ناحیه برای تحقیق این امر،. گردندمی

 .درنظر بگیرید ،نمایش داده شده است 4-5در شکل 
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 .حجم کنترل انتگرالی لایه مرزی نازک 4-5شکل 

 

  .کنیمیا را محاسبه میاپهای جرمی این جریان دبیبراساس روال گذشته ابتدا 

(5-32)  0
ab

m  

(5-33)  
0

adm udy


  

(5-34)  
0 0

( )ad
bc ad

m
m m dx udy udy dx

x x

 

 
 

   
 

  

 :بقای جرم داریماز  

(5-35)  
ab ad bc dcm m m m    

 :داریم 

(5-36)  
0

( )dcm udy dx
x






 


 

 :های ورودی و خروجی داریمممنتم نرخ به همین ترتیب برای

(5-37)  0abmom  

(5-38)  2

0

admom u dy


  

(5-39)  2 2

0 0

( )bcmom u dy u dy dx
x

 

 


 


  
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 :رتیببه این ت 

(5-41)  
0

( )dc emom u udy dx
x






 


 

ایجاد  ممنتمپذیرد و تأثیر می euاز سرعت  dcبراساس این منطق که دبی عبوری از وجه  (41-5) یرابطه

 :عبارت است از xخطی در راستای  ممنتمبراین اساس جمع نرخ . ، محاسبه شده استنمایدمی

(5-41)  2

0 0

( ) ( )x emom u dy dx u udy dx
x x

 

 
 

 
 

   

 به شرح زیر است: xاز سوی دیگر نیروهای وارد بر سطوح حجم کنترل در راستای 

(5-42)  ( )( )x wF p p dp d dx p d          

pبهترین برآورد از   اینست که فشاری بینp  وp+dp یعنیاست ،: 

(5-43)  1

2
p p dp   

 :ی دوم و بالاتر داریمهای مرتبه( و حذف دیفرانسیل42-5) ی( در رابطه43-5) یبا اعمال رابطه

(5-44)  
x wF dp dx    

، برنولی استفاده کرد یی براساس تقریب لایه مرزی نازک از رابطهزرلایه م یتوان در لبهبه اینکه می با توجه

 :( به شکل زیر قابل بازنویسی است44-5) یرابطه لذا

            x e e wF u du dx    

با فرضو در نتیجه 
0

dy


  :داریم 

(5-45)  
0 0

x e e w e e wF u du dy dx du u dy dx
 

         

xتساوی براساس  xF mom   و ثابت بودن𝜌  و تقسیم برdx :داریم 

(5-46)  2

0 0 0

( ) ( )w e
e e

du
u udy u dy u dy

x x dx

  



 
  

 
   

 :توان داشتاز طرفی می
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(5-47)  
0 0 0

( ) ( ) ( )e
e e

u
u udy u udy udy

x x x

  
 

 
  

   

𝑢 با توجه به اینکه = 𝑢𝑒(𝑥) نسبت به  و بقیه عوامل نیزy گیری شده و تنها متغیر انتگرالx ،است 

( 46-5( در )47-5)ی تبدیل شده و با اعمال رابطه xهای کامل نسبت به ای به دیفرانسیلرهاپمشتقات 

 :داریم

(5-48)  2

0 0

( ) ( )w e
e e

dud
u u u dy u u dy

dx dx

 



 
    

  
  

 :توان به شکل زیر مرتب کردرا می فوق یرابطه

 

(5-49)  2

0 0

1 (1 )w e
e e

e e e

dud u u u
u dy u dy

dx u u dx u

 



  
     

   
  

 :با تعریف

(5-51)  
0

(1 )
e e

u u
dy

u u



   

 و همچنین:

(5-51)  *

0

(1 )
e

u
dy

u



   

 داریم: 

(5-52)  2 *( ) ( )w e
e e

dud
u u

dx dx


 


  

 :به شکل زیر نیز نمایش داد توانمی این رابطه را همچنین

(5-53)  (2 )
2

ef

e

duC d
H

dx u dx

 
   

ضریب  fCهمچنین  .شود و به ضریب شکل موسوم استزیر بیان می یبا رابطه Hفوق  یکه در رابطه

 :، یعنیای استاصطکاک پوسته

(5-54)  
*

H



 
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(5-55)  21

2

w
f

e

C

u





 

* و  یر با اهمیتی عبتبیشتر از آنکه  ،شوندنامیده می ممنتمکه به ترتیب ضخامت جابجایی و ضخامت

 .روندهای لایه مرزی به کار میگیتری داشته و عملاً در برآورد ویژکاربردهای با اهمیت ،داشته باشند

به طوریکه  ،جسم دانست یتوان برابر مقدار ضخامت افزوده شده به جدارهمیرا ( )جاییضخامت جابه

. کندعبور می م ضخیم شدهجسگردد که از روی  لزجیجسم برابر دبی جریان غیر  لزج عبوری ازدبی جریان 

 ممنتمید که جسم نام یخامت افزوده شده به جداره( را برابر ض) ممنتمتوان ضخامت به همین ترتیب می

 یجریان غیر لزجی گردد که از روی جسم ضخیم شده به اندازه ممنتماز روی جسم برابر  عبوری جریان لزج

𝜃 کندعبور می . 

به شکل زیر ساده  ممنتمانتگرالی  یعملاً معادله ،ثابت است euدر جریان روی صفحه تخت که مقدار

 :شودمی

(5-56)  
2

fC d

dx


 

 یا 

(5-57)  2w
e

d
u

dx

 


 

  گیرد:تقریبی مورد استفاده قرارمیانتگرالی به دو صورت به عنوان روش  معمولاً روش

 ، ،𝜏*با استفاده از حدس پروفیل سرعت و محاسبه  -1
𝑤

 .لازم و پس از آن رسیدن به نتایج 

،،  𝜏*یو محاسبه های سرعت تجربی و توابع برازش شده از آناستفاده از پروفیل -2
𝑤

و دیگر 

 های جریان. خواسته
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 روش انتگرالی به روش حدس زدن پروفیل سرعت   5-2-3-1-1

. در شددهها سال بکار برده می و ( مطرح شد1921) 1هاوزن لروش حدس زدن پروفیل سرعت ابتدا توسط پ

. در این روش ابتدا پروفیل شودپرداخته میتخت  یاساس این روش و حاصل آن روی جریان صفحهاینجا به 

سرعت حدس زده شده و سپس با استفاده از شرایط مرزی فیزیک مورد نظر، پروفیل اصلاح و کامل شده و 

τدر مرحله بعد با استفاده از رابطه 
𝑤

روش  *و  حدس زده شده و همچنین تعاریف  سرعت رخو نیم 

 :شودمی رخ سرعت خطی فرضتخت ابتدا نیم یهصفح ی. برای حل مسئلهشودکامل و نتایج حاصل می

                  u a by  

 با استفاده از شرایط مرزی:

                (0) 0 , ( ) eu u u  

 :داریم 

(5-58)  
e

u y

u 
 

 :داریم ( و تعریف 57-5) یبا استفاده از رابطه

(5-59)  
2

2

0

(1 ) e
w e

ud y y d
u dy

dx dx

  
 

  

 
   

  
 

 :همچنین چون داریم 

(5-61)  
0y

e
w

udu

dy
  


  

 درنتیجه با ترکیب روابط فوق:

6

e

d dx
u


   

 :ض شروع لایه مرزی از ابتدای صفحهبا فر

(5-61)  21 6 3.464

2 Ree x

x
u x

 
    

                                              
8Pohlhausen 
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اما دارای بوده زیوس ( دارای فرم مشابه جواب بلا61-5) یگردد که جواب حاصل شده از رابطهملاحظه می

 . باشددی نسبت به جواب بلازیوس میدرص 31اً خطای حدود

 :به شکل زیر است 2رخ سرعت درجه مبا استفاده از نی همین مسئله

(5-62)  
2

2

2

e

u y y

u  
  

0که در آن از شرط مرزی سوم 

y

u

y






 . استفاده شده است 

 :با پروفیل فوق

                       
5

2
H    و

2

15


    و*

3


  

 و به روش مشابه: 

𝜏
𝑤

=
2𝜇𝑢𝑒

𝛿
 

15

e

dx
d

u


 


 

 و درنتیجه: 

(5-63)  
5.5

Rexx


 

. به همین باشد+ می11ری بوده و خطا حدود %نسبت به پروفیل خطی دارای خطای کمتکه این پروفیل 

 را آزمود.  3رخ سرعت درجه توان نیمترتیب می

                     2 3u a by cy dy    

استفاده ای وجود دارد ایجاد و چند جمله یاشکالی که در استفاده از جملات سری توانی برای افزودن درجه

جسم که شرط عدم لغزش برقرار است  یروی جداره ،. مثلاً برای این نیم رخاز شرایط مرزی اضافی است

 : ی تخت دید کهروی صفحه ممنتم یتوان از روی معادلهمی

(5-64)  
2 2

02 2
0 0 0y

u u u u

x y y y


   


      
              

 

 . شودحاصل می 3رخ سرعت درجه نیم های زیربنابراین با شرط
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2

02
(0) 0 , ( ) , 0 , 0e y y

u u
u u u

y y
  

 
   

 
 

 به این ترتیب داریم:

                  
3

3

1 3
( )

2e

u y y

u  
  

 به طریق مشابه:

(5-65)  
140 4.64

13 Ree x

dx
d

u x

 
    

 . باشددرصد می 1/7% که این رابطه دارای خطای 

دیگر هیچ تضمینی  دارد، از سویجدید مرزی  ایطشر به ای علاوه برآنکه نیازچند جمله یافزایش درجه

. ی لزوماً به دقت بیشتری دست یافتاجملهچند یهای توانی بتوان با افزایش درجهوجود ندارد که در سری

. اما آنچه ای با سری توانی رسیدکنندهقانعتوان به جواب نمی 4های درجه به عنوان مثال با آزمودن پروفیل

های ری. سفوریه استهای آموزد استفاده از سریا میکه ریاضیات درخصوص انتخاب منحنی برازش به م

 . شودبیپشف نوشته میچ و ل، لاگرسی مثل سینوس و کسینوس، لژاندر، بفوریه براساس توابع متعامد

ی اول ری مرتبهدبرای توجه لازم است بدانیم پروفیل خطی اتخاذ شده برای اولین تقریب سری فوریه لژان

بالاتری میل  یتخاب شده برای یک تابع نامشخص به درجهنسری فوریه ا شود که هرچهثابت می. است

 هایمشابه سری دقتفوریه قادرند  یهاتر سریییناپهای . ضمناً توانیابدنماید دقت برآورد افزایش می

برای برآورد جریان آرام  ،اول زیر یسینوسی مرتبه پروفیلبرای مثال به . با توان بالاتر را تولید نمایند توانی

  ی تخت توجه کنید:صفحه

(5-66)  sin( )
2e

u y

u




 

 براساس این پروفیل و روش انتگرالی داریم: 

(5-67)  20.137
2

e
w

u d

dx

 
 


  

 درنتیجه: 
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(5-68)  
4.8

Rexx


 

ر است و خطای تیقسری توانی دق 3 یپروفیل درجهبه مراتب از ( 68-5) یگردد جواب رابطهملاحظه می

 . درصد است 4آن حدود 

ت لایه مرزی نازک باید معرفی تخت نیز ابتدا فرم جریان آشفته معادلا یهای آشفته روی صفحهبرای جریان

 .گیری زمانی نوشترامترهای متوسطاپبرحسب  توان معادلات جریان رامیدر جریان آشفته گفته شد . شود

 :به صورت زیر است یان فشارلایه مرزی نازک با گرادین فرم در جریان ا

(5-69)  0









y

v

x

u 

(5-71)  
ydx

du
u

y

u
v

x

u
u e

e












 



1 

  :شودبه صورت زیر تقریب زده می 𝜏، (71-5) یکه در رابطه 

(5-71)  vu
y

u





  

های منطقی متعددی انجام یافته است تا تنش برشی جریان تجربیات و تقریب محاسبات، مشاهدات،

uمقدار. ( برآورد گردد71-5مرزی به شکل ) لایه یآشفته v    یک مقدار نامشخص است که به تنش

های ریان. برآورد نمودن تنش رینولدز به بحث تخصصی مدل سازی جمعروف استآشفتگی یا تنش رینولدز 

هدف نگارش این کتاب خارج است و از مباحث مطالعاتی روز و با  یگردد که از محدودهآشفته برمی

آید، ترکیبی حاصل از نوسانات های رینولدز برمی. اما آنچه از ظاهر تنشهای مفصل استتاریخچه و روش

 . است« های چرخشکرم» تیت است که برآورده از اغتشاشات حرکپرفرکانس سرع

لگاریتمی  یا رابطهبها مشاهده گردیده است که یک پروفیل اساس تجربیات حاصله از جریان داخل لوله بر

 :، یعنیدر داخل لایه مرزی برقرار است

(5-72)  
*

*

1u yu
Ln B

ku 
  

 :ی آن به شرح زیر استشود و رابطهسرعت اصطکاکی نامیده می u*که در آن 
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(5-73)  * wu



 

 گردد. برآورد می  B=5.0و k=0.41 با با بررسی به عمل آمده برای سطوح بدون گرادیان فشار

 :ی لایه مرزی به شکل زیر استبهلاین قانون در نزدیکی 

(5-74)  
*

*

1eu u
Ln B

ku




  

 ایست که روابط زیر نیز برقرار است. ای به گونهاما تعریف ضریب اصطکاک پوسته 

(5-74)  
1 1*
2 2

*

2
( ) , Re ( )

2

e f

f

u u C

Cu





  

سطوح تخت به ( قانون ضریب اصطکاکی جریان آشفته روی 75-5( و )74-5) یبنابراین براساس رابطه

 : شودشکل زیر بیان می

(5-76)  
1 1

2 2
2

( ) 2.44 Re ( ) 5.0
2

f

f

C
Ln

C


 
  
 
 

 

های سرعت توانی برای زیر به همراه پروفیل یتوان از رابطهحل این معادله کمی انرژی بر است و می

 .در لایه مرزی استفاده کرد u نکردمدل

(5-77)   
1

60.02 RefC 



 

  

(5-78)  1( ) , 7,8n

e

u y
n

u 
  

ست یااپنا uزیرا  ،را برآورد نمود uبه این نکته بسیار حائز اهمیت است که در جریان آشفته نمی توان توجه 

رخ شکل اساسی نیم رخی متصور بود. همچنین به دلیل تغییرتوان برای آن نیماست که می uو این تنها 

در جریان آرام است( در جریان آرام  u)که همان  uرخ سرعت در جریان آشفته در مقایسه با نیم uسرعت 

 . نیز عوض شود uرخ سرعت ی نیمحدسهای (، باید فرم5-5)شکل 
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 .رخ سرعت در جریان آرامو نیم شفتهرخ سرعت متوسط زمانی در جریان آمقایسه نیم  5-5شکل 

 

های نفوذ لایه ر جریان آشفته در مقایسه با آرام از لحاظتوجه به این نکته که به دلیل قابلیت بسیار بالات

0yرخ سرعت آشفته تا نزدیکی جداره تقویت شده و، نیمممنتمهای کم به لایه ممنتمپر

u

y





در جریان  

0yآشفته در مقایسه با 

u

y





توان از رابطه به همین دلیل نمی .در جریان آرام بسیار بزرگتر است 

0w y

u

y
  





0w. زیرا در جریان آشفته استفاده کرد  y

u

y
  





را حدس  uو در این تقریب ما  

رخ معروفی . نیماستفاده کرد uو  𝐶𝑓 ی( برای رابطه77-5( یا )76-5)به همین دلیل باید از روابط  ،ایمزده

 :شود به شرح زیر استه پیشنهاد میتخت در جریان آشفت یکه برای صفحه

(5-79)  
1

7( )
e

u y

u 
 

 

 :( و تعریف 79-5) یبا استفاده از رابطه

(5-81)  1 7 1 7

0 0

7
(1 ) ( ) 1 ( )

72e e

u u y y
dy dy

u u

 

 
 

 
     

 
  

 :ممنتمانتگرالی  ی( و رابطه77-5) یبا استفاده از رابطه 

)
72

7
(2Re02.0 61 

dx

d
C f   

 :خواهیم داشت
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(5-81)  1

2

0.16

Rex

x


 

گردد که مغایر با جریان آرام اینجا رشد لایه مرزی با ملاحظه می
1

2x و با  تناسب نداشته
6

7x  متناسب

. به عبارت بهتر در جریان آشفته در رینولدز مشابه ضخامت لایه مرزی بیشتر از که عدد بزرگتری است است

های جلوی صفحه های در قسمتبرای جریان 1شلیختینگ. جریان آرام خواهد بودیه مرزی در ضخامت لا

ای های کم که ممکن است جریان آرام باشد( به ازای آغاز جریان آشفته در رینولدزهای خاصی رابطه x)در 

 :ه تعریف نموده استحفی صپسابرای ضریب نیروی 

 

 الف(-5-82)

 

 

 (ب-5-82)

 

















5

71

5

71

103Re;
Re

8700

Re

031.0

105Re;
Re

1440

Re

031.0

c

LL

c

LL
DC 

cRe بستگی به زبری سطح و برخی دیگر از آرام به آشفته استاز حالت  عدد رینولدز بحرانی یا رینولدز گذر .

 . تخت در نوسان باشد یفوق روی صفحه بین دو مقدار cReعوامل ممکن است 

 

 (2تویتس روش انتگرالی به روش پروفیل تجربی )روش  5-2-3-1-2

وش و توابع پیشنهادی در این ر مطلوبی دارددقت  ،آرام کاربرد دارد هایدر این روش که برای جریان

شود که یبه شکل زیر معرفی م . در این روش متغیری به نام اندبدست آمدهبراساس مشاهدات تجربی 

 :حاصل مشاهدات تجربی است

(5-83)  
2

edu

dx





 

 :داریم ،انجام گرفته تویتسبه فرم بسته که توسط  ممنتمانتگرالی  یمعادله گیری ازبا انتگرال

(5-84)  
6

0
2 2 5

0 6
0

0.45
x

e
e

e

u
u dx

ue u


 

 
   

 
 

                                              
1 Schilchting  
2 Thwaites 
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جدایی جریان که  ی. نقطهشودنظرگرفته می ه معمولاً صفر دراست ک x=0در  ممنتمضخامت  0مقدار

0.09براساس مشاهدات در  ،شودتعریف می 0fC=همان محل    افتداتفاق می . 

wتنش برشی بی بعد را که به صورت  تویتس

e

S
u

 


 تجربی زیر برآورد  یمعرفی نموده است با رابطه

  :نمایدمی

(5-85) 0.62( ) ( 0.09)S    

S تتوان به شکل زیر نیز بیان داشرا می: 

(5-86) 1
Re

2
fS C  

0. است ممنتمرینولدز تعریف شده براساس ضخامت عدد  Re که 0, 0, eu const    

constue تخت که یجریان روی صفحهبرای ، برای روشن شدن بهتر روش ،0 00و  داریم: 

(5-87) 2 0.45

e

x

u


  

 ه:و در نتیج 

(5-88) 1 2

0.671

Rex
x


 

 :همچنین. درصد تفاوت دارد یککه این جواب با جواب بلازیوس تنها 

 

(5-89) 2 1 2

2 0.671

Re

w
f

e x

C
u




  

0.1در  fCمقدار  ،شودبه صورت زیر معرفی می 𝑢𝑒(𝑥)در جریانی که   1-6 مثال
x

L
 را محاسبه کنید . 

        0( ) (1 )e

x
u x u

L
  

0eduتوان دید که اولاً می :حل u

dx L
 بنابراین ،: 



 

77 

 

 (I) 
5

2 5 6
06

06 0
0

0.45
1 0.075 (1 ) 1

1

x
x L x

u dx
L u Lx

u
L

 
    

       
    

 
 

 

 :و همچنین 

(II)                        
22

60 0.075 (1 ) 1edu u x

dx L L




 

 
       

 
 

در  
𝑥

𝐿
=  :داریم  0.1

(III)                        6( 0.1) 0.075 (1 0.1) 1 0.0661
x

L
       

 
 

 بنابراین: 

(VI)                    0.62 1
( 0.1 ) ( 0.661 0.09) 0.099 Re

2
fx L C        

   

 : x=0.1Lدر  توان دید کهمیبا استفاده از روابط فوق 

2
1 2

2

0.0661 0.0661
Re 0.257Re

40 / Re
L

LLL





    

  

 

 :(VIی )بنابراین از معادله

          
1

2
1

2

1 0.77
0.099 (0.257Re )

2
Re

f fL

L

C C   
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 مطالعات تجربی جریان حول اجسام مستغرق  5-3

ای اطلاعات موجود های گستردهبه جریان حول اجسام مستغرق در طیفدرخصوص نتایج و مطالعات مربوط 

است و ارایه و بحث در خصوص این نتایج مستلزم کتب متعددی است که حتی در صورت پوشش دادن 

بایستی همواره از طریق مقالات مرتبط با هم حاوی مطالب به روز نبوده و دانشجویان می مطالب گذشته باز

. اما آنچه در کتاب حاضر مورد نظر است، ارایه جریان آخرین مطالعات قرار گیرند مورد علاقه در یشاخه

 یلات به خصوص از جنبهای و اساسی مکانیک سیایهاپبخشی از مطالعات تجربی است که حاوی نکات 

 یجداول کاربردی برای محاسبه یهای پشت اجسام است. همچنین ارایهی فشاری و گردابپساتولید 

 ی. از این جهت فیزیک سیلندر برای مطالعهگرددام نیز در این بخش ارایه میی برخی اجسپسانیروی 

کیفیت و اثرات جریان دوبعدی بسیار مناسب بوده و همواره این جسم به دلیل داشتن تمامی شرایط لازم 

استقبال اجسام دیگر و به دلیل سادگی هندسی، مورد توجه و  یهای عمومی حول کلیهبرای پدیده

های ای مختلف و پدیده. بنابراین با انتخاب سیلندر و مطالعه جریان در رینولدزهپژوهشگران قرارگرفته است

اجسام مستغرق  یای خود در زمینه جریان حول کلیهیهاپگوناگون به همراه توجیهات علمی آنها به دانش 

 . افزاییمدرودینامیک اجسام است میواقع اساس ایرودینامیک و هی که در

 

 جریان حول سیلندر  5-3-1

 آل )پتانسیل( حول سیلندرجریان ایده  5-3-1-1
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 .آل )غیر لزج، غیرچرخشی( حول سیلندر طویلجریان ایده 6-5شکل 

 

 

جریان غیرلزج نمایش داده آل یا همان جریان غیرچرخشی ناشی از یک ایدهخطوط جریان ( 6-5در شکل )

. چگونگی حصول این خطوط، توزیع سرعت و توزیع فشار حول سیلندر به طور کامل و مفصل در شده است

د نظر، این جریان ارایه شده شد و در اینجا به دلیل نیاز به مقایسه و توجیهات مورفصل بعد ارائه خواهد 

 . است

گردد، کلیه ل که همان جریان پتانسیل )جریانی که دارای تابع پتانسیل است( نیز تعبیر میآدر جریان ایده

. در لاً واضح استناشی از اصطکاک کام یپسای سیلندر صفر است که مسلماً دلیل صفر بودن پسانیروهای 

که در  وجود دارد yو  xبه هر دو محور  تنسبآل حول سیلندر تقارن کاملی در خطوط جریان جریان ایده

 بیشتر حائز اهمیت است .  yاینجا به خصوص تقارن نسبت به 

به ترتیب در پیشانی و پشت سیلندر به وجود  2sو  1sآل با سیلندر دو نقطه توقف در برخورد جریان ایده

انرژی جنبشی سیال  ،که در این نقاط به دلیل توقف سیال .گردد(آید )دلایل آن در فصل بعد معلوم میمی

به حداکثر مقدار خود یعنی فشار کل که در واقع  2sو  1sبه فشار تبدیل شده و فشار ترمودینامیکی در نقاط 

نقاط پرفشار محسوب  2sو  1s. بنابراین نقاط رسدمی ،ژی مکانیکی جریان استانر برابر معیاری از کل

. برعکس در نقاط گردندمی
2


   بنابراین رسدشده و فشار به حداقل خود می مقدار سرعت حداکثر .

به طرف  1s یتوان نتیجه گرفت که از نقطهمی
2


    فشار رو به کاهش و جریان در حال شتاب گرفتن

از نقاط   . در حالیکهاست
2


    2به طرفs به زایش و جریان در حال کند شدن استفشار رو به اف .
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0دو ناحیه  ،شود( دیده می6-5که در شکل ) همین دلیل همانطور
dp

dx
  0در پیشانی و

dp

dx
 در 

 توان نتیجه گرفت:میآل در یک جریان ایده. لذا آیدقسمت پشت سیلندر به وجود می

جریان  ،( داشته باشدهای پیشانی سیلندررایی )مثل ربعجریان حالت همگ یهرگاه انحنای جداره -1

0شونده و تند
dp

dx
 است . 

جریان  ،های پشتی سیلندر( داشته باشدجریان حالت واگرایی )مثل ربع یهرگاه انحنای جداره -2

0شونده و کند
dp

dx
 است . 

 :که توان استنتاج نمودبه همین ترتیب می

نهایت باشد و جداره مسطح باشد، سرعت غیرچرخشی ثابت مانده وانحنای جسم بی درصورتیکه -3

0
dp

dx
 ه روش انتگرالی نیز بهره برده شدتخت که از همین واقعیت در حل ب یمانند صفحه ،است . 

 

 1جدایی ینقطه  5-3-1-2

. در جریان لزج بسته به لزج حول اجسامی مانند سیلندر استجریان اما آنچه در این بخش مورد نظر است 

ReDمقدار عدد رینولدز قطری یعنی 

u D


 آل فاصله گرفته و شرایط و شکل جریان از فرم جریان ایده

1Re ی. در اینجا محدودهکندیع سرعت و فشار نیز تغییر میطبیعتاً توز D یدر نظر نبوده و محدوده 

که . اما از رینولدزهای بالاتر گیردتری است مورد بحث قرار نمیمقدمات اضافه نیازمندجریان خزشی که 

توان در جریان آرام شاهد تغییرات مقادیر آن در اینجا نیست، به صورت بسیار کلی می یهدف ارایه

های فیزیکی حول دهاین تغییرات به توجیه دیگر پدی یخطوط جریان لزج بود و با مشاهده محسوسی در

دایی به طور جداگانه نقطه جبه تعریف و شرایط  بایداین شرایط کلی  ی. اما قبل از ارایهسیلندر پرداخت

جدایی را به صورت زیر  ینقطه ،شد طبق تعریفتوان همانطورکه قبلاً نیز اشاره . بدین منظور میپرداخت

  :تعریف کرد

                                              
1 Separation Point 
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(5-91) 
0

0

y

u

y






 جدایی ینقطه:  

 

 

 

 
 .[21]غیرلزج در امتداد جریان روی جسموضعیت شماتیک وقوع جدایی در لایه مرزی و تغییرات فشار و سرعت  7-5شکل 

 

جریان پتانسیل حول سیلندر گفته شد،  یشود، براساس آنچه دربارهدیده می 7-5همانطورکه در شکل 

تواند سیلندر نیز فرض شود به همراه تغییرات و رشد بخشی از انحناهای همگرا و واگرای یک جسم که می

توان از تئوری بیرون از لایه مرزی می ،. براساس تئوری لایه مرزیدهیممیلایه مرزی را مورد مطالعه قرار 

یح داد که در را توض (∞𝑢)( و سرعت غیرلزج pپتانسیل و جریان غیرچرخشی بهره برد و تغییرات فشار )

0 ی. در ناحیهشکل نمایان شده است
dp

dx
 تقویت  لایه مرزی تندشونده است شاهد یکه جریان روی لبه

گردد های غیرصفر نزدیک جداره جسم نیز تقویت میهای درونی لایه مرزی هستیم و سرعتدر لایه ممنتم

رخ سرعت یعنی گردد که انحنای نیمو ملاحظه می
2

2

0

0

y

u

y






های . با مراجعه به مطالعات جریاناست 

 : y=0توان با استفاده از تقریب لایه مرزی نازک دید که در میلایه مرزی 

(5-91) 
2

2

0y

dp u

dx y








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های مختلف توان هماهنگی مناسبی بین گرادیان فشار و انحنای سرعت در بخشبه این رابطه میبا توجه 

مرزی  یرخ سرعت از جداره تا لبهبه کاهش شیب نیمجریان دید. زیرا با توجه 
2

2

0

0

y

u

y






و همچنین  

0روی سیلندر  یاز توجیه جریان غیرچرخش
dp

dx
 است . 

0توان دید که در ناحیه حال می
dp

dx
 روی جداره ،

2

2

u

y




توان دید که شیب گردد و مینیز مثبت می 

ها متمایل گردیده و  yرخ سرعت به سمت محور سرعت در نزدیک جداره به دلیل تغییر علامت انحنای نیم

. این موضوع از سویی به دلیل ی جدایی وجود داردرویم احتمال وقوع نقطهجلوتر می xهرچه در امتداد 

درون لایه مرزی و کاسته  ممنتمواگرای جسم و درنتیجه کاهش  یجریان غیرلزج در ناحیه ممنتمکاهش 

واگرا یعنی  یتواند اینگونه توجیه شود که در جایی در ناحیههای بسیار نزدیک جداره، میشدن از سرعت

0
dp

dx
 گرددشوند و لذا شیب سرعت صفر میهای بسیار نزدیک جداره صفر میسرعت . 

0جدایی تنها در ناحیه  یتوان نتیجه گرفت که نقطهطریق میبه هر دو 
dp

dx
  محتمل است و به هیچ

0 توان جدایی جریان را در نواحی عنوان نمی
dp

dx
    0و یا

dp

dx
 در شرایط یاد شده انتظار داشت . 

یین دست جریان تماس خود را با جداره جسم از دست داده اپپس از وقوع نقطه جدایی، جریان اصلی رو به 

تغییرات فشار و یا سرعت غیرچرخشی جریان اصلی نبوده و به  یکنندهو عملاً دیگر انحنای جسم تعیین

 :تتوان نتیجه گرفدیگر تغییرات محسوسی نخواهند کرد. پس میعبارتی این مقادیر 

فشار تابع دیگر  و جسم قطع شده ییین دست با جدارهاپپس از نقطه جدایی، تماس جریان اصلی رو به 

جدایی به بعد جریان ثانویه و گردابی  یمعنی جدایی همین است و از نقطهعملاً . انحنای سطح نخواهد بود

 . گویندبه آن گرداب جدایش نیز می گردد کهتولید می

 

 جریان حقیقی حول سیلندر   5-3-2

های شماتیک زیر جریان حول سیلندر توان در رینولدزهای مختلف به شکلهای به عمل آمده میدر بررسی

 .دهدف را به صورت نمادین نشان می( جریان در رینولدزهای مختل8-5را مشاهده نمود، بدین منظور شکل )
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 هاها و نقش بستن کیفی پدیدهتوجیه پدیده برای تنها هایی( در رینولدزهای مختلف شماتیک8-5)شکل در 

در همانطورکه گفته شد  .ج عینی تجربی را نیز مشاهده نمودتوان نتاینمایش داده است و در کتب مرجع می

شکل جریان شبیه جریان غیرچرخشی بوده ولی توزیع فشار به هیچ وجه با  ،جریان خزشی و رینولدزهای کم

ن لاپلاس خواهد بود که هدف ای یانحنای سطح قابل توجیه نبوده و فشار تابع معادلهبرنولی و  یمعادله

شود هیچ گرداب جدایی رخ نداده . همانطورکه در قسمت )الف( دیده میباشدبخش ارایه و اثبات آن نمی

توان قابل توجهی از جسم جریان کاملاً چرخشی است و نمی یهمچنین باید توجه داشت که تا فاصله ،است

و گرداب به صورت کاملاً متقارن نسبت به داز توجیه برنولی استفاده نمود. در شکل )ب( با افزایش رینولدز 

تنها به  41حدود شوند که با افزایش رینولدز در محل خود ساکن مانده و تا رینولدز ها تولید می xمحور 

های نوسانیهگرداب ،به بعد 111رینولدز حدود . از دهندمین اندازهآیند و تغییر کش می جریانپایین سمت 

    

 
𝑅𝑒𝐷 1جریان خزشی بدون جدایی  -الف  گرداب، توزیع فشار متفاوت از جریان غیر چرخشی است.( )در این جریان با وجود نبودن ≈

 

 
> 41جریان با دو گرداب ساکن  -ب 𝑅𝑒𝐷 <11 

 

 
 

> 151های نوسانی جریان آرام با گرداب -پ 𝑅𝑒𝐷  های کارمن()گردابه 41 >
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> 3×511 تری گرداب عریضهای نوسانی با فرکانس بالا و ایجاد ناحیهجریان آرام با گرداب -ت 𝑅𝑒𝐷 به بعد  1111)از رینولدز  151 >

 تئوری لایه مرزی قابل استفاده است.(

 
 

> 5.3×611جریان آشفته  -ث 𝑅𝑒𝐷 < 511×3 

 
611×5.3 𝑅𝑒𝐷 (Coherent Structure)جریان آشفته با الگویی به نام کوهرنت  -د > 

 

 .شماتیک جریان واقعی حول یک سیلندر واقعی  8-5شکل 

 

امتداد پشت سیلندر تا در به صورت تناوبی و غیر متقارن در پشت سیلندر تولید شده و  که گردندتولید می

 "منکار"های هها معروف به گردابهگرداب. )این شوندمیلزجت میرا بر اثر  و فواصل طولانی حرکت نموده

 شود. ت در شکل )پ( دیده میالاین ح .هستند(

داشته و دارای فرکانس معینی  شود که مارپیچ نوسانسیلندر همانند یک دم مارپیچ دیده می یجریان دنباله

ای در پشت سیلندر مملو از ناحیه ،نوسانیهای گردابایش عدد رینولدز و افزایش فرکانس . با افزاست

جدایی و یا خیابان گرداب  یناحیهشود که به ها تولید می xهای غیرمتقارن نوسانی نسبت به محور گرداب

. این وضعیت در شکل )ت( پ( نیز به نوعی قابل استفاده استدر شکل )البته این اصطلاح  .سوم استمو

. تا به اینجا جریان در رژیم یابدها ادامه میفرکانس گردابه تنها با تغییر تا رینولدز بحرانی و شوددیده می

. بر آشفته بودن جریان نبوده است لیلها به هیچ وجه دکه وجود گردابه شودمیآرام قرار داشته و مشاهده 
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های توان نظم مشخصی در گردابهگردد و دیگر نمیبه بعد جریان آشفته می 5103عملاً از رینولدز بحرانی 

پس از آغاز شدن رژیم آشفته به  جریان ممنتمجدایی به دلیل تقویت  یپشت سیلندر دید و البته نقطه

دایی با ناحیه جشود در مقایسه جدایی همانطور که در شکل )ث( دیده می یافتد و عملاً ناحیهتعویق می

های در لایه ممنتم. قبلاً بیان شد که جریان آشفته دارای ویژگی پرنفوذی ژیم آرام بسیار کوچکتر استر

های نزدیک جداره در رژیم آشفته روند سرعت ممنتمبنابراین با تقویت . تر لایه مرزی استرینیدرونی و ز

ها کندتر شده و لذا صفر شدن این سرعت
dp

dx
تر قادر به توقف جریان بوده و جدایی دیرتر ستدییناپدر  

 . شودتر میهد و ناحیه جدایی نازکدرخ می

دهد یک شکل البته متغیر با رینولدز قابل تشخیص در بسیار بالا رخ می یدر شکل )د( که در رینولدزها

باشد و رژیم خیابان گرداب دیده شده که البته به معنی ایجاد نظم یا آرام شدن جریان نمی یمجموعه

 . مشهور است« کوهرنت»لگو به الگوی جریان کاملاً آشفته است. این ا

توان می 1111این بخش پس از رینولدز  در ( این است که8-5شکل )قسمت )ت( از قابل توجه در  ینکته

شده درباره اثرات  های ارایهاز توجیه
dp

dx
. البته یه مرزی نازک بحث شد استفاده کردکه مبتنی بر تئوری لا 

این نظریه که همواره 
dp

dx
ه تئوری لایه مرزی ترین عوامل تولید گرداب است، محدود بمثبت یکی از اساسی 

بعد نسبت به زوایای مختلف روی فشار یا همان فشار بی( تغییرات ضریب 9-5. در شکل )باشدنازک نمی

 یآل نمایش داده شده است که عملاً با توجیه نقطهسیلندر در رژیم آرام و آشفته نسبت به جریان ایده

 .نمایدمیقوع جدایی کاملاً تطبیق جسم پس از و یاز اثرات جداره ناشی جدایی و انحراف تغییرات فشار

 
 [.4]توزیع فشار حول سیلندر در شرایط جریان غیرچرخشی، لزج آرام و لزج آشفته 9-5شکل 
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  .D eR [4] ( تغییرات ضریب پسای سیلندر و کره نسبت به11-5شکل )

دو هندسه از دید  های حقیقی سیلندر و کره و توجیه مشابه این( به دلیل نزدیکی جریان11-5)ر شکل د

در توجیه ضریب پسای جریان حول آنها، منحنی تغییرات ضریب پسای کره و سیلندر  ،دوبعدیجریان 

 .ه رینولدز قطری ارایه گردیده استنسبت ب

 یعنی: ،شودمی تعریفبه انرژی جنبشی جریان آزاد دوردست  (پسا)، برابر نسبت نیروی مقاوم ساضریب پ

(5-92) 21
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نقش  .تولید شده بسیار کوچک است یاولیه یهگردابدو وجود ندارد و یا یین که گرداب اپر رینولدزهای د

تأثیر پذیرفته و این نکته در رینولدزهای  fCاز  DCجه پسا به عهده اصطکاک بوده و درنتیاصلی تولید نیروی 

 . یابد کاملاً هویداستمیبه صورت خطی تنزل  DC( که 11-5برای سیلندر در شکل ) 111زیر 

. به دلیل انحراف جریان پشت گرددها در ضریب پسا هویدا میبهاثرات گردا به بالا 111از رینولدز حدود 

پیشانی )فشارکل( سیلندر، جریان  از فشار و جدا شدن جریان در فشاری بسیار کمتر آلسیلندر از شکل ایده

از سیلندر  نیمه پیشانی ازیرپیشانی سیلندر دارد،  یاز ناحیهسیلندر فشاری به مراتب کمتر پشت گردابی 

. بنابراین بین پشت و جلوی سیلندر اختلاف فشار قابل نیافته است وسیانحراف محسجریان  آلالگوی ایده

بر پسای  ها و اختلاف فشار علاوهگردابه از ناشی نیروی متعادلی نتیجهدر  ،تری به وجود آمدهتوجه
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. بین شودای اصطکاکی اضافه می. به این ترتیب نیروی پسای فشاری نیز به پسآیدوجود میاصطکاکی به 

د عملاً به بع 1111نیروی پسا وجود دارد. اما از رینولدز  دو تقریباً تعادلی بین این 1111تا  111رینولدز 

ها روند ای مختلف گردابهنیروی پسا، همان پسای فشاری بوده که با تغییر الگوهی کنندهتنها حاکم و تعیین

افزایش رینولدز و  دلیل باشد. اما اساساً روند کلی آن نزولی بوده و ایننیز کمی متغیر می DCتغییرات 

 5103جدایی است، این امر پس از آشفته شدن جریان در رینولدز  یجریان و تأخیر بیشتر نقطه ممنتم

  نیز به همین علت است. DCکاملاً مشهود است و افت قابل توجه 

، اجسامی با 2-5و  1-5در جداول  .برد توان برای کره، یا هر جسم دیگری به کارتوجیه مشابهی می

 های لایه مرزییین جریاناپهای با رینولدز بیش از حد جریانبرای  هاهای مختلف و ضریب پسای آنشکل

 .صورت تجربی حاصل آمده است ارایه شده است که همگی به
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410eRضریب پسای اجسام دوبعدی با فرض   1-5جدول  [4]. 
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410eRضریب پسای اجسام سه بعدی با فرض  2-5جدول  [4]. 
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 یرودینامیکیآطراحی   5-3-3

انحنای سطح یا گرادیان فشار روی این نیرو و همچنین هدف از آگاهی یافتن از میزان نیروی پسا و اثر 

. در اینجا منظور از گرددد، در آیرودینامیک متجلی میهایی که بتوان عوامل فوق را کنترل کرمکانیزم

آیرودینامیک تنها جریان هوا حول اجسام نبوده و هدف معرفی علمی است که مبتنی بر اطلاعات علم 

و اثرات آن روی اجسام پرنده مثل تر کنترل جریان مناسب یهاافتن راه حلیک سیالات به دنبال یدینام

 . و وسایلی از این دست استها ها، خودروها و توربوماشینها، زیردریاییهواپیما و اجزاء آن، موشک

نظر ترین راه حل قبل از هر نوع کنترلی، طراحی مناسب بدنه جسم مورد در بسیاری اوقات مهمترین و رایج

ن به کمترین ترین هدف آیرودینامیک رسید. آنچه مسلم است کلیدر جهت هدف خاص از جریان است

 . برآ و یا سرعت رو به جلو استی نیروی پسا در ازای بیشترین نیرو

 

 

 .نیروی پسا و برآ ،( نمایش جسم آیرودینامیکی11-5شکل )

 

جریان و نیروی برآ عمود بر آن تعریف شود، نیروی پسا در جهت ( دیده می11-5همانطورکه در شکل )

 :به همین ترتیب .شودمی

(5-93)                                             
21
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برای هر جسم آیرودینامیکی بستگی  LCو  DC. مقدار شودنظر محسوب می ب برآی جسم موردضری LCکه 

( 11-5. در شکل )ی جسم داردکامل به سرعت و زاویه جریان ورودی )بالادست نسبت به جسم( و انحناها

یین آن یکسان نبوده و درنتیجه توزیع سرعت غیرلزج و اپیک هوابر نشان داده شده است که انحنای بالا و 

برخورد . البته زاویه است DCو  LCباعث به وجود آمدن فشار روی سطوح آن یکسان نبوده و همین امر 

بردار  یبرابر با زاویه نمایش داده شده و . این زاویه بااست مهم واهمیت  جریان بر روی سطوح بسیار با

را  از هوابرها ایواضح است که طیف بسیار گسترده. کاملاً مماس بر وتر در پیشانی هوابر استسرعت و 
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اگر بال . به عنوان مثال یابدکاربرد خاص خود را می ،سطوح یافت که هریک از آنها براساس انحنای توانمی

لی باعث ایجاد نیروی برآ رو به بالا شده و های هوابر مقطع بال اصتفاوت منحنی ،هواپیما را درنظر بگیرید

فرم  بر سه بعدی است که اصطلاحاًین بدنه هواپیما نیز نوعی هواهمچن. داردیما را در حالت افقی نگه میهواپ

را در تمام اجسام آیرودینامیکی  شکل توان دلیل فرم مناسب دوکیمی. شوددوکی شکل به آن گفته می

. زیرا طولانی بودن قسمت با کوچک نمودن ناحیه جدایی دانستمتأثر از دلیل عمده کاهش نیروی پسا 

واگرای هوابر در مقایسه با قسمت همگرا به منظور ملایم شدن بخش گرادیان مثبت جریان بوده و لذا 

  .افتدمی دهد اتفاقاستوانه رخ میجدایی دیرتر از آنچه در 

 

 

 .( جدایی جریان روی یک هوابر متقارن12-5شکل )

های ارایه شده درخصوص لایه و بحث که آیرودینامیک در رینولدزهای بالا تحقق یافته استباید توجه داشت 

یابیم که بدنه هواپیما، بنابراین در می .ختلف حول سیلندر کاملاً صادق استهای مجدایی و رژیم ،مرزی

متحرک دیگری، هرچه به فرم دوکی با جسم خودرو، زیردریایی یا هر 
dp

dx
 ،ک شودمثبت کمتری نزدی 

. اما نکته قابل توجه اینست که هرچقدر بخواهیم نمایدپسای کمتری ایجاد می
dp

dx
گرای را در بخش وا 

م و درنتیجه جسم کاهش دهیم، باید از شیب واگرایی سطوح جسم کاست و این امر باعث افزایش طول جس

. بنابراین طول بهینه و گرادیان فشار بهینه شرایطی است که پسای فشاری و شودپسای اصطکاکی میازدیاد 

 . رسندحداقل میپسای اصطکاکی با هم به یک 
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 فصل پنجم مسائل

 .نمایندا متغیرهای زیر بی بعد میاستوکس برای جریان غیرقابل تراکم دوبعدی را ب -معادلات ناویر  5-1

 . و فرود به کار ببریدبعد برحسب اعداد رینولدز تقریب لایه مرزی را برای فرم بی

* * * * * *

0 0 0

2
0 0

, , , , ,

Re ,

x y tv u v p
x y t u v p

L L L u u u

u u
Fr

gL







     

 

 

. با باشدفیل سرعت خط شکسته میتخت دارای پرو ییک جریان آرام در هنگام عبور از یک صفحه  5-2

تغییرات ضخامت لایه مرزی و تنش برشی دیواره را تعیین و  یمعادله ،ممنتمانتگرالی  یتفاده از معادلهسا

 . بلازیوس مقایسه کنید جبا نتای

 

باشد در حرکت می ت سینماتیکی لزجدر سیال ساکن که دارای  0vای مربع شکل با سرعت صفحه  5-3

اصله از این حرکت را برآورد ی حماگر ،ناچیز است zجانبی لایه مرزی در جهت است. با فرض اینکه تأثیر 

دیفرانسیل رشد لایه مرزی را  ی)معادلهکنید
0

2

15

dx
d

v


   )درنظر بگیرید. 

 

 .گر محاسبه و با جواب مقایسه کنیدیکبار دی وئیتسدرباره روش ت( را با تحقیق کافی 3-5مسئله )  5-4
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mتوان با رابطه های تیز را میجریان روی گوشه  5-5
eu u x 1=. درصورتیکه بیان داشتm  فرض

 . ارایه دهید ممنتمبرآوردی از ضخامت  "پل هاوزن"شود، با استفاده از روش انتگرالی 
 

 

 

 

 تکرار کنید.  "سیتئتو"( را با روش 5-5مسئله )  5-6

رسیده  مشخصی ضخامت لایه مرزی به  یدر جریان لزجی روی یک سطح تخت و صلب در نقطه  5-7

ای محاسبه کنید تا گونه مکش را بهدبی  .نمایدد دارد که جریان را مکش می. در این نقطه شکافی وجواست

 . پس از شکاف صفر گردد ضخامت لایه مرزی

 

 

 

 

معادلات گیری مستقیم از های لایه مرزی را با استفاده از انتگرالبرای جریان ممنتمانتگرالی  یمعادله  5-8

 . لایه مرزی محاسبه نمائید

 . ر کنید)سرعت مکش( تکرا wV( را با فرض داشتن مکش 8-5مسئله )  5-9

)در جریان حول سیلندر سرعت غیر لزج روی سیلندر با رابطه   5-11 ) 2 sineu x u  شود،ارایه می 

که در آن 
x

R
   ممنتممقدار ضخامت  سیتئ. با استفاده از روش توو رینولدز به اندازه کافی بالاستبوده 

در 
2


  را محاسبه کنید . 
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ها ی جواب. از مقایسهو پروفیل سینوسی را به کار ببرید( را با روش پل هاوزن تکرار 11-5) یمسئله 5-11

  گیرید؟ای میچه نتیجه

رخ تخت گاهی از نیم یدر جریان آشفته روی صفحه 5-12
1

8( )
u y

u 

 نرخ رشدشوداستفاده می .،

 . نمائیدرا محاسبه fC یو رابطه xبرحسب  و 

متری سقوط نموده و وارد استخری از  111از ارتفاع  kgf111فلزی و صلب به وزن ، ای تختصفحه 5-13

. از اصطکاک دهداستخر به حرکت خود ادامه می آب تا کف گردد و پس از رسیدن به سرعت حد درآب می

. مقدار سرعت برخورد صفحه با سطح آب فرض کنید نصفهوا با صفحه صرفنظر نموده و سرعت حد را 

    . باشددرجه می 21؟ دمای آب استخر نیروی برآی صفحه چقدر است

رد. فرض کنید که قرار می گیm/s 5 /1یک هواپیمای مدل در داخل هوای اتمسفریک با سرعت   5-14 

    cm 25 و عرض مربوطه  cm 11توان به صورت صفحات تخت در نظر گرفت که طول هر یک بالها را می

ی انتهایی بال به دست آورید و مقدار نیروی مقاوم حرکت این هواپیما را با را در لبهδ و∗δ مقادیر  باشد.می

 به دست آورید. 15 ℃فرض هوای 

𝛿)جواب:      = 0.4866𝑐𝑚  , 𝛿∗ = 0.1684𝑐𝑚  , 𝐷 = 9.063 × 10−4𝑁) 

جریان دارد. طول صفحه در جهت  m/s 5تخت با سرعت  هبر روی یک دیوار 31℃هوا در دمای   5-15

می باشد. فرض کنید که پروفیل سرعت با رابطه ی زیر داده شده  m 5/1جریان هوا، یک متر و عرض آن، 

است:           
𝑢

𝑈
= 2

𝑦

𝛿
− 2(

𝑦

𝛿
)3 + (

𝑦

𝛿
)4 

خطی ( با این پروفیل سرعت را با نیروی مقاوم در حالتی که سرعت از یک پروفیل Dragنیروی مقاوم )

)پروفیل خطی:  پیروی می کند، مقایسه نمائید
𝑢

𝑈
=

𝑦

𝛿
). 

:خطی)جواب:   D = 0.015N  , D :غیرخطی = 0.0171N  , Dِ :بلازیوس = 0.0173N) 

یابد. اما اگر به مرور به ی تخت ضخامت لایه مرزی افزایش میبا حرکت جریان بر روی یک صفحه  5-16

ای برای افزایش عرض شود. رابطهی مرزی کاسته میکنیم، از اثر افزایش ضخامت لایه عرض صفحه اضافه
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رخ داده و عرض صفحه در  𝑥1که در  𝛿1ای که ضخامت لایه مرزی از مقداربه گونهصفحه به دست آورید، 

 بوده، فراتر نرود.𝑏1 آن 
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 فصل ششم

 
 های پتانسیلجریان
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 مقدمـــه   6-1

قبلاً  فرض شود ولزج که جریانی غیر اتیک جریان گفته شد، در صورتیمبخش سین درهمانطور که 

آنچه  خواهد ماند و جریان غیرچرخشی است. اما، همچنان چرخش صفر چرخشی در جریان نبوده باشد

لزجت که ج یعنی بدون اثر لزاما رفتاری غیر  ،باشدلزج نمی مسلم است یک میدان غیرچرخشی الزاماً غیر

رت صو هر. در نستاد توان مثالی از این شرایطمی ات خواهد داشت. بیرون لایه مرزی رهمان چرخش اس

 : بیان شد که در جریان غیرچرخشی

 

 

(6-1  ) V


  

(6-2  ) 022    

(6-3  ) 


V  

میدان غیرچرخشی که  . از سویی درنها در میدان غیرچرخشی وجود داردهمان تابع پتانسیل بوده و ت 𝜙که 

 یعنی: ،اویلر وجود دارد یوجود ندارد امکان استفاده ازمعادله لزجتاثرات 

(6-4  ) gp




 
Dt

VD
  

 توان ثابت کرد:سویی می از

(6-5  )  V)
2

V
(V)V(

2 
.  

 ین با توجه به اینکهابرابن

(6-6  ) V).V(
t

V

Dt

VD 






  

 ید:آبه شکل زیر درمی (4-6) جریان غیرچرخشی معادله درنتیجه در

 (6-1  ) zg-g    ,    0g-p)
2

V
(

2 
   
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 شود:وضعیت به صورت زیر تعریف می که بردار تغییر درحالتی

(6-1  ) k̂zdĵydîxdrd 
  

 : fدلخواه  رهمچنین برای هر اسکال و

 (6-1  ) rd.fdf


  

 (:ثابت است 𝜌داریم ) 𝑑𝑟( در 1-6) یباضرب داخلی معادله

(6-11  )     0zgp)
2

V
(

2

 ddd   

 ثابت داریم: 𝜌( با فرض 11-6) یهرابطگیری از رالگبا انت

 (6-11  )    czg
p

2

V2

onst


 

برنولی برقرار بوده  یدلخواه از میدان رابطه یبنابراین ثابت شد که در جریان غیرچرخشی بین هر دو نقطه

ج نخواهیم لزجریان یک میدان غیر  برنولی محدود به دو نقطه از خط یهو دیگر برای بهره بردن از معادل

 بود. 

 ایهای پتانسیل پایــــهنجریا  6-2

یافتن  از روش معکوس برای بررسی و ،باشدلاپلاس نمی یکه در این فصل هدف حل معادله جایی آن از

های یان، یافتن توابع جریان پتانسیل جرشود. روش معکوس در واقعای جریان پتانسیل استفاده میهویژگی

 تر است. های پیچیدهجریانسپس ترکیب آنها و یافتن توابع  و های آنهاویژگیساده از روی تعریف 

 

 )یکنواخت( جریان یکسو  6-2-1

( 1-1شکل ) درجریان است. (ها x مثلاً محور)جریان یکسو یعنی جریانی که با سرعت ثابت در یک جهت 

 باشد.یکسو می ننمایانگر جریا
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 .جریان یکسو 1-1شکل 

 

 :دانیممیدراین جریان 

 (6-12  ) 0  v,Uu  

 :بنابراین

x
,

y
U












0 

 لذا  و

 (6-13  ) cyU    

    :  داریم 0c با انتخاب هک

(6-14  )  sinrUyU    

 :       ه همین ترتیبب

(6-15  )  cosrUxU    

 جریــــان چشمه و چاه   6-2-2

 این جریان را عی به طرف بیرون جریان پیدا کند،شرایطی که از یک نقطه جریان به صورت کاملاً شعا در

نمایی شماتیک در شکل  .گویندرا چاه میجریان  عکس طی شود، گویند و درصورتی که مسیرچشمه می

 ( از یک چشمه و چاه نشان داده شده است.6-2)
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 .جریان چشمه و چاه 2-6 شکل

 لذا: ،شودفرض می  qدبی این جریان در واحد عمق 

(6-16  ) 0
2

 


V,
r

q
Vr  

 بنابراین

 (6-11  ) 







 2

1

2

q

rr

q





  

مقدار 
𝑞

2𝜋
  :. بنابراینگویندنظرگرفته و آن را قدرت چشمه می در mبرابر  را 

 

( برای چاه (            -)علامت )+( برای چشمه و علامت ) (  6-11)   m  

 

 :تابع پتانسیل چشمه و چاه عبارت است از به همین ترتیب

(6-11  )             rmln  
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 گرداب آزاد  6-2-3

( نشان 3-6در شکل ) ناین جریا .است 𝜃جریان گرداب آزاد جریانی کاملاً غیرشعاعی و تماماً در جهت 

rfV)( و 0rVبنابراین داده شده است.   این جریان با شرط غیرچرخشی بودن در تمام نقاط به است .

 . شودتعریف می 0r غیر از

 

 .گرد(جریان گرداب آزاد )پادساعت 3-6شکل 

 : ، یعنیاست صفرچرخش بنابر تعریف گرداب آزاد 

 

(6-21  ) 0
r

1
-)(

1












 

rV
rV

rr
 

 : 0rنقطه از به این ترتیب به غیر

 (6-21  ) constVr   

 مختصات داریم: أمبدکولاسیون حول رمقدار سی یبا محاسبه

(6-22  ) 






2

)(2.
2

0


   constconstdrVsdV


 یا  

r
V






2
  

 :بنابراین

(6-23  ) r
dr

d

rr
V ln

22 
















  

 :𝜙 نظرگرفتن تعریف در با
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 (6-24  ) 










2

1







r
V  

 مختصات.  أمبدو غیرچرخشی به استثنای  ًدر جهت  به این ترتیب گرداب آزاد جریانی است کاملا

 

 

 ای پایــههای ترکیب جریان  6-3

 )نیم بدنه( ترکیب جریـــان یکنواخت و چشمه  6-3-1

ک لاپلاس ی عملگرا . زیریک جریان غیرچرخشی است ،ان غیرچرخشیدانیم ترکیب دو جریهمانطور که می

، جریان نیم بدنه های پایهترکیب جریان یوف در زمینهرعهای اولیه و مخطی است. یکی از ترکیب عملگر

و   xترکیب جریان یکنواخت در امتداداز که  ( نشان داده شده است4-6این ترکیب در شکل )نمایی از . است

 ، یعنی:گرددمیمختصات حاصل  أمبدچشمه در 

(6-25  )  msinrU    

 

 .شودهای مختلف شکل زیر حاصل می 𝜓در  𝜃 برحسب rبه عنوان پارامتر و ترسیم  𝜓بافرض 

 

  

 

 

 

 جریان نیم بدنه )ترکیب جریان یکنواخت و چشمه(. 4-6شکل 
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   . برای تعیین آیدبه وجود می (s)یک نقطه توقف xجریان یکنواخت و چشمه روی محور  وتقابل د با

 . شودها استفاده میاین نقطه از مقادیر سرعت یفاصله

(6-26  ) 
m

U
d

d

m
U 

  0                            : s درنقطهی  

ع مقدار تاب ،ده از جریان قرار داردبه وجود آم یروی نیم بدنه ،s توان با توجه به اینکه نقطهبنابراین می

 :جریان نیم بدنه را محاسبه نمود

(6-21  )  mmsindU bodybody                         

، که این رابطه شودبرقرار می 𝜃و rای بین ( رابطه25-6) یدرمعادله 𝑚𝜋دادن مقدار تابع جریان  با قرار

  باشد.همان معادله خط جریان نیم بدنه می

(6-21  )  msinrUm                         

(6-21  ) 




sin

m
r




U

)-(                       

 سرعت داریم: یتوجه به رابطه با

(6-31  ) 
r

m
cosmcos

rr
Vr 




  




U)(U

11                       

(6-31  ) 


 sin
r

V 



 U                       

تعریف  لذا با ،برنولی بین هر دو نقطه از میدان چرخشی استفاده کرد یتوان از معادلهتوجه به اینکه می با

 داریم: zضریب فشار و تغییرات ناچیز 

(6-32  ) 2

2

2

1

2

1




 



U

V

U

pp
C p



                      

ضریب فشار روی بدنه  یرابطه (29-6)و همچنین  (31-6) ،(32-6) ،(31-6بنابراین با اعمال روابط )

 . شودحاصل می

(6-33  ) )2( 







cos

sinsin
Cp 


                       
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است یا  0pCای که نقطه در و 1pCمقدار  sدرنقطه  pp,. °3113  شده است.گزارش 

 

 

 

 .(pC)بعد روی نیم بدنهتوزیع فشار بی 5-6شکل 

است و در امتداد بدنه به طرف پایین  1ماکزیمم و برابر  sدر  pCشود دیده می 5-6همانطور که از شکل 

رسد. در این در جایی به حداقل مقدار منفی خود می و ،صفر شده .3113° یدست جریان در نقطه

افزایش  pCً )به طرف پایین دست جریان( مجددا روی بدنه نقطه سرعت ماکزیمم شده و با کم شدن

شود. باید توجه داشت که ضخامت یکی می p فشار بانماید و میل می دوباره به صفر ،در دوردست یافته و

 :این امر قابل محاسبه و اثبات استجسم محدود بوده و 

(6-34  ) 





U

m
sinrh

)( 
                       

 :بنابراین ،است 0°که همان در دوردست

(6-35  ) 



U

m
hmax

                       

. کاملاً واضح شد که از نوک جسم کندبدنه در دوردست بدان میل می جانبی است کهمکه این مقدار همان 

0کم شده یعنی  pCدر قسمت همگرا 
dx

dp 0و در محل
dx

dp،pC  پس از آن با تغییر  شده است وصفر

0ای جسم انحن
dx

dp 0و در نهایت به حد  دهدرخ میpC رسد.می 

 

 ترکیب چشمه و چـــاه )دوقطبی(  6-3-2

و  دارند مختصات با قدرت مساوی قرار أمبداز  aمساوی  یاین جریان ترکیبی چشمه و چاهی به فاصله در

 ت.خطوط جریان اس یدهندهنشان (6-6). شکلگیرندجریان مورد بررسی قرار می خطوط
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 .خطوط جریان چشمه و چاه با قدرت مساوی 6-6شکل 

 بردار وضعیت مطابق شکل ییک زاویه بنابراین برای هر ،ندارند چاه در مبدا مختصات قرار چون چشمه و

 شود.سنجیده مینشان داده و  أمبدو موقعیت آنها نسبت به  شودمی ( تعریف6-6)

شود نقطه دلخواه همانطور که در شکل دیده می yxM نسبت به چشمه و چاه و زوایای برداری آنها  ,

 موقعیت سنجی شده است.

(6-36  ) )( 21  m                       

 :شودیمبرای ساده کردن این عبارت به سیستم مختصات کارتزین و یا قطبی از روش مثلثاتی استفاده 

 

(6-31  ) 
m

)( 21


                        

 دانیم:   می و

(6-31  ) 
21

21
21

tan1
)tan(






tan

tantan




                       

 طرفی:  از

(6-31  ) 
ax

y
tan,

ax

y
tan





 21                        

 بنابراین:
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(6-41  ) 
222

22

2

2

1

)(
ayx

ya

ax

y

ax

y

ax

y

m
tan













                       

 یا

(6-41  ) 
22

2
)(

ar

sinra

m
tan






                       

 :یان استقابل بچشمه و چاه به صور زیر  یبنابراین رابطه

 (6-42  ) 
22

1

222

1 22

ar

sinra
tan

ayx

yma
tan









  

                       

، به همین دلیل این قطبی استربای دویک آهن مغناطیسی خطوط جریان این ترکیب مشابه خطوط میدان

لاپلاس  ینامند. دلیل مشابه بودن این دو میدان آن است که هر دو جواب معادلهقطبی نیز میترکیب را دو

پاسخ ریاضی یک جواب محسوب شده و تنها به لحاظ  بنابراین در واقع به لحاظ .ط مرزی مشابهندایبا شر

ترکیب کاربردی نداشته و در  ،ن به خودی خود. این جریااندنوع فیزیک مختلف رخ داده کاربرد فیزیکی دردو

 .با جریان یکنواخت کاربرد دارد

  1جریــــان دو قلو  6-3-3 

فراوانی ندارد و پس از ترکیب با جریان یکنواخت  این میدان جریان نیز همانند دو قطبی به تنهایی کاربرد

قطبی است که فواصل چشمه و چاه در آن به شرط ثابت ماندن ابد. این میدان در واقع یک دویاهمیت می

 یعنی: ،به صفرمیل کندmaحاصلضرب 

(6-43  ) 22

1
0

2

ar

sinma
tanlim

constma

adoublet



 






                       

نتیجه  در و شودمی  ma2برای 𝜇 مقدار ثابت ،(34-6( در عبارت )-2) و عدد  maماندن باتوجه به ثابت

ت با خود زاویه نانژتا 0a زیر که به دلیل کوچک بودن زوایا در یتابع جریان دوقلو عبارت است از رابطه

 :، یعنیبرابر است

                                                
1 Doublet  
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(6-44  ) 
r

sin



                       

( بیانگر جریان دوقلو 1-6شکل ) .شوندمختصات تبدیل می أمبدخطوط جریان دوقطبی به دوایر مماس در 

 باشد.می

 

 

 .خطوط جریان دوقلو 1-6شکل 

 

 

 شوند. مماس می أمبدها در y دوایر روی محور  ،دوشها انتخاب  yچشمه و چاه روی محور  اگر

 رانکین( ی)بدنه قطبی و جریان یکنواختترکیب جریان دو  6-3-4

قطبی و در ترکیب دو (یعنی خط جریانی به شکل یک جسم)جریان نیم بدنه یافتیم یکه دربارهمشابه آنچه 

تابع ت که ( ایجاد شده اس1-6ای بسته مطابق شکل )دادن یک چاه، بدنه جریان یکنواخت به دلیل قرار

 :جریان آن عبارت است از

 

(6-45  ) 
22

1 2

ar

sinrma
tansinrU


 




                       
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 .ی رانکینجریان بدنه 1-6شکل 

این نقاط  .(1s,2sود)شتوقف دیده می ی، دو نقطهی رانکین معروف استبدنهبه تابع جریان بدنه که در 

دز بالا هرگز خطوط جریان رینول درجریان حقیقی باشود و ها در یک جریان غیرچرخشی دیده میتوقف تن

 . به وجود آید 2s یای نیست که نقطهبه گونه

شود که همان محل صفر شدن سرعت تعیین می s2s,1آنچه که برای نیم بدنه انجام شد، ابتدا محل  همانند

 : ، یعنیاست

(6-46  ) 







 U

a
L

m

a
L

m

)
2

()
2

(

0                       

)بنابراین تابع جریان بدنه  ،دهدرخ می 0y در 2sو  1s چون   20,) 

(6-41  ) 0body                       

 بدنه عبارت است از: ییعنی معادله

(6-41  ) 
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1 2
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ar

sinrma
tansinrU


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


                       
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 با قراردادن
22


  ,

b
r ( مقدار 14-6) یدر معادله

2

b توزیع فشار و  ی. برای محاسبهشودمحاسبه می

سرعت و  یتوانند معادلهمرین میریز محاسبات خودداری شده و دانشجویان به عنوان ت یسرعت از ارایه

 شکل زیر خواهد بود.  صورت به pC د. اما به صورت کیفی توزیعنتوزیع فشار را محاسبه نمای

 

 .ی رانکینتوزیع فشار روی بدنه 1-6شکل  

ت که سرعت ماکزیمم در سلازم به توجه ا
2


  دهد و فشار رخ می ،جاییکه فشار حداقل است در

تا  1sقابل توجه است که از  یندهد. بنابرارخ می 1s و 2s داکثر در نقاطح
2


   سرعت رو به افزایش و

0یعنی، به کاهش است فشار رو
dx

dp  از و 
2


   2به طرفs به  به افزایش است و سرعت رو فشار رو

0یعنی  ،کاهش
dx

dp گرددح روی توزیع فشار جریان هویدا میطنای سنح. بنابراین اثر اباشدمی . 

 جریــــان حول سیلندر   6-3-5

میدان  آید که خطوط جریان وترکیب جریان یکنواخت و دوقلو خط جریانی به شکل دایره به وجود می از

تابع جریان به صورت  ( نشان داده شده است.11-6این جریان در شکل ) .کندسازی مییهحول سیلندر را شب

  :گرددزیر محاسبه می

(6-41  ) 


 sin
rU

rU )(


                        
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 .خطوط جریان غیر چرخشی حول سیلندر 11-6شکل 

ی سرعت در این نقاط . با محاسبهگرددهستند مجدداً آشکار می همان نقاط سرعت صفرکه  2sو   1s  نقاط

 :داریم

 

(6-51  ) 
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


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rr
Vr )(U
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
                        

(6-51  ) 


 sin
rr

V )(U
2





                        

در 2sو  1s  چون نقاط 20, دارند خود به خود  قرارV  صفر شده ولی بایدrV یعنی: ،شود برابر صفر 

(6-52  ) 𝑈∞ −
𝜇

𝑟2
= 0 → 𝑅2 = 𝑟2 =

𝜇

𝑈∞
                      

،  توانیمدارند که شعاع آن ثابت است و این منحنی دایره است و لذا  روی منحنی قرار 2sو  1s یعنی

rV  وV برحسب را R بازنویسی کرد: 

 

(6-53  ) 
 in)(rU

2

s
r

R
                        

(6-54  ) 
)cos(1U

2

2

r

R
Vr                         

(6-55  ) 



 sin

r

R

r
V )(1U

2

2





                        

Rrروی سیلندر که   :است خواهیم داشت 

(6-56  ) 0U2   rV,sinV                        
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 بنابراین:

(6-51  ) sinUV
cyl  2                       

 ( مکان و مقدار ماکزیمم سرعت نشان داده شده است.11-6درشکل )

 

 .نمایش حداکثر سرعت روی سیلندر و شتاب گرفتن جریان 11-6شکل 

 

 :داریم 𝐶𝑝با استفاده از مقدار سرعت روی سیلندر و محاسبه 

(6-51  ) 




2

2

2

2

411

2

1
sin

U

V

U

pp
C

cyl

p 







                       

 

 دهد. ( توزیع فشار روی سیلندر را نمایش می12-6شکل )
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 .توزیع فشار حول سیلندر 12-6شکل

 

0شود که در بخش همگرا اس این توزیع فشار نیز مشاهده میبراس
dx

dp   0 بخش واگرا درو
dx

dp  

 است.

 

 جریان حول سیلندر با گرداب   6-3-6

تقارن جریان نسبت به  ست جریان()درجهت پائین د به جریان سیلندر یک گرداب آزاد اضافه شود اگر

 بود. هم خورده و درنتیجه توزیع فشار نیز متقارن نخواهدهب xمحور 

 

(6-51  ) rlns
r

R






2
in)(rU

2

                        

 توزیع سرعت عبارت است از:

(6-61  ) )cos(1U
2

2

r

R
Vr                         

(6-61  ) 
r

sin
r

R

r
V









2
)(1U

2

2





                        
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 .خطوط جریان حول سیلندر با گرداب آزاد 13-6شکل 

 . شودشدن سرعت استفاده می صفر ازتغییر مکان داده و برای تعیین محل آنها  2sو  1s نقاط

(6-62  ) 0
2

20  
R

sin,UV,V,Rr r



                       

 بنابراین:

(6-63  ) 
RU

sin s









4
                      

1شرایطی که  13-6شکل 
4


RU

 دیگر فقط  بزرگتر از یک باشد، دهد. اگر این مقداراست را نشان می

شرایط  به ترتیب )ب( )الف( و حالات در 14-6شکل  .شودم نخواهد بود و از سیلندر دور میتوقف روی جس

1
4


RU

  1و
4


RU

 دهدرا نشان می . 

 

1 خطوط جریان حول سیلندر با سیرکولاسیون در شرایط 14-6شکل 
4


RU


. 

توان می ،شود( دیده می14-6تقارن خطوط جریان در سیلندر با گرداب همانطور که درشکل ) معد لبه دلی

زیرا توزیع فشار به دلیل تقارن خطوط  ،است صفر xFرا محاسبه کرد. نیروی  yFفشار نیروی  یبا محاسبه

 :بنابراینباشد. ها متقارن می yجریان نسبت به محور 
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(6-64  ) 












22 )(1

2

1

U

V
Upp

cyl

cyl                        

(6-65  ) )
4

2
41(

2

1
222

2
22



 
URRU

sin
sinUppcyl








                       

 :بنابراین

 

(6-66  )  



2

0

2

0
00 ,dsinRpF,dcosRpF cylycylx                       

 لذا:

 

(6-61  )   UFy                       

اب و شود مقدار نیروی برآ به مقدار گردش گردگویند. همانطور که دیده میمی آنیروی بر yFبه نیروی 

1 نیرو این . سطح سیلندر برای اعمالسرعت جریان آزاد بستگی دارد DAcyl 
شود و گرفته می نظر در

 :شودا ضریب برآ به صورت زیر تعریف میلذ

(6-61  ) 
RU

CRD
DU

DU

F
C L

y

L








 2,

2

2

1 2
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  1جفت گرداب  6-3-1

با جهت  أمبداز  a یمساوی را در فاصله هایتوان دو گرداب آزاد با قدرتمانند نظام جریان دوقطبی می

 . این ترکیب نیز به تنهایی کاربرد وسیعی ندارد. کل زیر و تابع جریان آن حاصل آیدداد تا ش مخالف قرار

 

 

 .خطوط جریان جفت گرداب 15-6شکل 

 

(6-61  ) 
2

1
21

222 r

r
lnrlnrln












                        

ن فشار در این محل اتفاق مختصات است و در نتیجه کمتری أمبداین جریان  محل سرعت ماکزیمم در

 .ر را دارندنزدیک شدن به یکدیگ . درنتیجه دو گرداب تمایل بهافتدمی

  

 ترکیب جریان یکنواخت و جفت گرداب   6-3-1

که ورد آگون به وجود میبیضی یجفت گرداب مجدداً یک بدنه ترکیب یک جریان یکنواخت عمودی و

خطوط جریان ترکیب جریان یکنواخت و نمایی شماتیک از ترکیب  شود.اصلی آن وارد میجریان ازسمت قطر 

 ( نشان داده شده است.16-6در شکل ) گردابجفت 

(6-11  ) xU
r

r
ln 

2

1

2


                       

                                                
1 Vortex pair 
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 .خطوط جریان ترکیب جریان یکنواخت و جفت گرداب 16-6شکل 

  :شودمحاسبه می زیر یرابطه شدن سرعت از با صفر أمبداز  sy یدر فاصله 1sو   2s محل

 

(6-11  ) 0)
2

(2  Ucos
rs




                       

(6-12  ) 22 a
U

a
ys 



                       

محل سرعت ماکزیمم در  20, بدنه  یمعادله .این واقعیت از تراکم خطوط جریان واضح است .است

 :آیدحاصل می 0b یمحاسبه و sنیز از مختصات 

(6-13  ) 
22

22

)(

)(

4 yax

yax
ln

U
x








                       

0 توان با قراردادنمی تربزرگ قطر یبرای محاسبه
2

 y,
L

x به صورت  را تمام قطر نصف و یاندازه

 .( محاسبه کرد14-6معادله ) از ضمنی
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 و گرداب  )چاه( چشمهترکیب   6-3-1

مرکز ازهای گریزماشیند مبنای طراحی انحنای توربوتوانو گرداب ترکیب جالبی است که میه ترکیب چشم

𝜓خط جریان  ،کل خطوط جریان آن و در بین گیردقرار =  یو همان بدنه آیدمی همه کاراتر به نظر از 0

 . شودمحسوب می نظر مورد

(6-14  ) rlnm





2
                       

(6-15  ) 


m

er



                       

 شود. دیده می 11-6شکل در شکل خطوط بدنه 

 

 .و گرداب چشمهشکل خطوط جریان در ترکیب  11-6شکل 

 نامند.کننده میرا پخش مسیر شود،زیاد می فشار سرعت کم و 0 مسیر چون در

(6-16  ) 
r

V,
r

m
Vr






2
                       

 :ثابت ازای در و

(6-11  ) 21 )()(  rVrV                        

 ، مسیر . بنابراین اگر این مسیراست مسیر برقرار در ایثابت بقای اندازه حرکت زاویهیعنی در گرداب 

مان برای گردش م ،ای حداقلزدیکی به بقای اندازه حرکت زاویهبه دلیل ن ،حرکت سیال در یک پمپ باشد

 دارد.  دها کاربررشارژسوپر ها ونیاز خواهد بود. این شکل در پمپ چرخ پمپ مورد
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 شرط کاتا برای گرداب ترک جسم   6-4

ناشی از ترک  موضوع گرداب 6و 5گیری مشترک از فصول ین فصل برای رسیدن به نوعی نتیجهدر انتهای ا

 ،ان حول سیلندر با گرداب دریافتیم. همانطور که از جریتواند مفید و کاربردی باشدیک جسم متحرک می

. گرداب ارتباط مستقیم داشت مقدارنیروی برآی سیلندر به دلیل وجود گرداب حاصل گردید و مقدار آن با 

 از شکل سیلندر های همدیسو نگاشت تحلیلیتوان توسط توابع شود که میتر اثبات میدر مباحث پیشرفته

ی برای مواقع جریان حول سیلندر همانند یک جریان عموها رسید و دربه اشکال آیرودینامیکی مثل هوابر

دو منحنی تشکیل دهنده است که  جاییکه یک هوابر دارایآن. از شودکی فرض میتمام اجسام آیرودینامی

تواند شکل یکسان یا متفاوت داشته اوت باشند، جریان دو طرف هوابر میبا یکدیگر یکسان یا متفتوانند می

 باشد. 

 

 .و توزیع فشار روی آنی یک هوابر های بدنهمنحنی 11-6شکل 

توزیع فشار گویند و یکسان باشند هوابر را متقارن می اگر 2yو  1yانحنای ود اگر( 11-6شکل ) با توجه به

 شود. دری بدان وارد نمیییکسان است و لذا هیچ نیرو دو طرف آن در صورت موازی بودن جریان با وتر هوابر

بیشتر از  2yشوند که متوسط فشار طرف ی میحاطر ایبه گونه 2yو  1yهای غیرمتقارن معمولاً ایروفویل

را  2y و طرف« سمت مکش»را  1y . به همین دلیل طرفشودیجاد آن ا بر ،بوده و نیروی برآ  1yطرف

تا قبل از  ،بالا و لایه مرزی نازک یزهالدتوان نتیجه گرفت که در رینوبنابراین می. نامندمی« سمت فشار»

ساس آنچه درمورد برا بر، به دلیل وجود نیروی برآ روی هواتابع انحنای سطح استان که جدایی جری یناحیه

 . شودب با مقدار نیروی برآ ایجاد میسیک گرداب در اطراف هوابر متنا ،دیدیمسیلندر با گرداب 

 : استدلال که مبتنی بربراساس این 

 وابر امکان تبدیل جریان حول سیلندر به جریان حول ه -1
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 وجود نیروی برآ حول سیلندر با گرداب  -2

. اما مطالعات فردی به شودگردابی حول آن ایجاد می ،یروی برآن با همواره برای یک هوابر ،حاصل گردید

حول  شکل جریان غیرچرخشی ،نشان داد که در صورت تبدیل جریان سیلندر بدون گرداب 1«کاتا»اسم 

 . هوابر به شکل زیر در می آید

 

 .تبدیل جریان سیلندر بدون گرداب به جریان هوابر 11-6شکل 

بال در انتهایی  یبرگشت در لبه ،شود حتی برای یک جریان غیرچرخشیهمانطور که در شکل دیده می

. بنابراین جریان سیلندر بدون گرداب حتی برای ممکن استرنهایت داشته و غیاز به انرژی بییک نقطه نی

. در اینجا با اعمال گرداب حول سیلندر نقاط هوابر نیز نامناسب و غیرممکن استیان الگوی غیرچرخشی جر

 1s  2وs   معروف است شکل جریان با « گرداب کاتا»تغییر مکان داده و تنها در یک گرداب معین که به

 ،هوابر. یعنی باید برای رسیدن به جریان غیرچرخشی حول ت داردالگوی غیرچرخشی و جریان واقعی مطابق

 :یعنی ،رابرگرداب کاتا باشدبگرداب سیلندر 

                                                                                                                kutta  

kuttaدرشکل زیر حالت های   و kutta   در واقع  11-6به صورت شماتیک ترسیم شده و شکل

kuttaحالت   شودمحسوب می . 

                                                
1 Kutta 
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 .شکل جریان غیر چرخشی حول هوابر )شرط کاتا( 21-6شکل 

   شکلمانند  ،کندال ساکن که در آن هوابری عبور میبزرگ از یک سی یازطرفی اگر حول یک محدوده

چون سیال ساکن است مقدارکل گردش صفر  ،مقدار گردش محاسبه گردد c درصورتیکه حول، (6-21)

یک گردش مخالف  بنابراین پس از عبور هوابر ،دارد وجود kuttaطرفی چون حول هوابر مقدار  است و از

محو لزجت ساکن و گذشت زمان به دلیل وجود  گویند و بامی« گرداب ترک»هد داشت که به آن وجود خوا

 گردد.می

 

 .گرداب ترک یک هوابر 21-6شکل 

 

 

 

 

 



 

142 

 

 فصل ششممسائل 

 مطالعه و خطوط جریان را رسم کنید.ترکیب جریان یکنواخت و یک گرداب مثبت را   6-1

rlnsinrU:)جواب 





2
 ) 

 یکدیگرند.  غیرچرخشی عمود بریک میدان  در و   هایثابت کنید منحنی  6-2

 و   های حقیقی و موهومی یک تابع مختلط باشند،به ترتیب قسمت و   ثابت کنید اگر  6-3

 اند و تابع حاصل یک تابع تحلیلی است. ریمان صادق -کشی درشرط

 . ها را بدست آورید xنسبت به محور  یتابع جریان یک جریان یکسو با زاویه  6-4

 یک دوقلو جریان حاصل را رسم کنید. و  با استفاده از ترکیب یک جریان یکسو با زاویه  6-5

 . آن را محاسبه کنید وارد بر  xFو  yFنیروهایتوزیع فشار را روی جسم محاسبه و  5-6برای مسئله   6-6

 pفشار و  U است جریان باد با سرعت ipدایره که فشار داخل در کمپ صحرایی به شکل نیم  6-1

 پایه کمپ را محاسبه کنید. رارد بو. نیروی عمودی در واحد عمق وزدمی

 

چرخشی بودن میدان به شکل زیر از یک سینک ظرفشویی با فرض غیر یمقطع گرداب جریان عبور  6-1

 . تابع انحنای سطح را محاسبه کنید .است
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   . نیروی وارد برکندو نشتی آن همانند یک چاه عمل می آورده شکافی پدید ی یک سددرپایه  6-1

 . محاسبه کنید را اثر این نشتی بر دس یهدیوار

 

zU)z(fت ها به صور xتابع تحلیلی حاصل از یک جریان یکسو موازی محور   6-11  محاسبه

 . را محاسبه نمائید 4-6ریان مسئله ج یشود. تابع تحلیلمی

 درجه 11گرفته و جریان  راه جریان قرار در هنگام عبور یک جریان از یک کانال مانعی بر سر  6-11

نیروی لازم برای ثابت نگهداشتن مانع را برای فرض غیرچرخشی  .شودبه سمت دیگر هدایت میمنحرف و 

 محاسبه نمائید. 

 

 

 

 

چشمه روی دیواره  فشار حاصل از این. توزیع از یک دیواره قرارگرفته است hیک چشمه در فاصله   6-12

 . را محاسبه کنید
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 فصل هفتم

 
 های بازکانالدرجریان 
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 مقدمـــه  7-4

 سطحی ششمجاورت جو قرارگیرد و امکان تولید امواج گرانشی و اثرات ک جریان در هرگاه مرزی از

است.  نظر صفر تنش برشی روی مرز مورد و نامندنوع سطح آزاد می جریان را از ،وجود داشته باشد

در  تواند متغیر باشد ودلیل امکان عبور امواج گرانشی میانحنای سطح به  ،اما همانطورکه گفته شد

. بنابراین سطح آزاد تابع میدان سرعت جریان است ،ی خودواقع مرز سطح آزاد و انحنای آن به نوع

ه از مباحث راسیالاتی محسوب می شود و همو ینبوده و از جمله مسائل پیچیده ایساده یمسئله

 باشد.متخصصان میتحقیقاتی 

در این  ست کها های عددی پیشرفته ایروش منداد شده نیازی مرز باس استوک -حل معادلات ناویر

 . ها وجود نداردکتاب قصد ارایه و بحث آن

های جریان سطح ابط حاصل از آن برای یکی از شاخهاین بخش به نتایج حاصل از تجربیات و رو در

   های باز در یکه جریان کانالیجاآن . ازشودشرایط پایا پرداخته می ای باز دره، یعنی کانالآزاد

های کشاورزی و غیره کاربرد فراوان سدها به طرف مراکز مصرف مثل زمینهای انتقال آب از شبکه

به  ،گیردنای محاسبات طراحی قرار میدارد و همچنین این شاخه در جریان خطوط فاضلاب نیز مب

 .شودهای باز بسنده میمبانی طراحی کانال ط لازم وارایه رواب

 

 پروفیل سرعت در یک کانال   7-2

همچنین اثرات یابیم که به دلیل اثرات سطح آزاد در یک کانال و میمطالعات انجام شده در در

، ماکزیمم سرعت برخلاف انتظار روی سطح آزاد نبوده و های تر شده کانالمضاعف اصطکاک جداره

 (4-7)شکل  .زیر است تقریبیبه شکل 
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 .سرعت در یک کانال باز 4-7شکل 

باشد و البته این شرایط زمانی است که نمیتراز  ،سطح جریان کانال به دلیل اثرات کشش سطحی

 یاعبور این امواج باعث ناپابدیهی است  .اد پایین دست در حال عبور نباشندامواج گرانشی در امتد

ها نیز از جریانگونه  . بررسی رژیم آرام و آشفته اینآزاد خواهد شدرعت در مجاورت سطح شدن س

 لازم به ذکر است که     .ی است که در فصول گذشته ارایه شدمباحثی است که مبانی آن همان

ی لایه مرزی و یا داخل هار مواردی کاملاً متفاوت از جریاند هااین جریان یهای آشفتهمدل

 .مجاری است

 

 سرعت موج گرانشی  یمحاسبه  7-3

شود و این آزادی سطح است سطح آزاد منتشر میهای گرانشی با سرعت محدودی در جریان موج

مواج عرضی و دلایل تولید . در اینجا موضوع بررسی این اسازده امکان چنین رخدادی را فراهم میک

ریان یک کانال دست جیینتغییراتی که در بالادست و پا ، بلکه تنها توجه به این نکته کهآن نیست

. هر نوع تغییر در مرزهای یاد شودلی میجک موج عرضی مت، به صورت یگرددباز بدان اعمال می

ال این انتق یشده در واقع به صورت یک اختلاف انرژی ظاهر شده و امواج عرضی گرانشی وظیفه

های )جریان های بازرا در کانالبه تعبیری این امواج توان تغییرات را به عهده دارند. بنابراین می
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 توانمی سرعت این امواج ی. برای محاسبههای مرزی دانستت شرطعامل تبادل اطلاعا سطح آزاد(

 .استفاده کرد  2-7از شکل 

 

 .بررسی موج عرضی روی یک حجم کنترل 2-7شکل 

نسبت به  ، سیالشودن حجم کنترل ثابت در نظرگرفته مینظرگرفته و چو در Cسرعت موج را 

 از سیال که موج از آن یبخش ،وارد شده و به دلیل آن C حجم کنترل از سمت راست با سرعت

V-C جی از حجم کنترلرو. سرعت سیال خشودمی V عبور کرده دچار تغییر سرعت   محاسبه

  :پیوستگی ی. بنابراین طبق معادلهشودمی

(7-4) y)+V)(y-(C=Cy   

 :درنتیجه و

(7-2) y)+y/(yC=V   

-معادله yنظرگرفتن تغییرات هیدرواستاتیکی در راستای  در کردن از اصطکاک کف و با نظرصرف با

 :راستای انتشار موج عبارت است از فوق در ی

(7-3) V)-Cy(C-yC=y)+y)/2)(y+(y (+y/2)y (- 2    

         :          بنابراین

  yC=y)( /2+yy 2              

 :پیوستگی داریم یمعادله اعمالبا 

y)+y)/(yy (C=/2)y)(+yg(y 22  

y C=y)+y/2)(y+g(y 2 
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(7-1) y/y)  3/4+(1gyy/y)  3/2+(1gy=C (1/2)   

 :y/y گرفتن درنظر با

gy=C 

زرگتر از عمق جریان در گرانشی را بسیار بست که طول موج ا بسیار مهم این محاسبات این ینکته

 . که ارایه شده استفاده نمود میایم تا بتوان معادلات را به فرنظر گرفته

 

 دبی در یک کانال باز  یمحاسبه  7-1

به همراه یک  3-7به مقطع طولی یک کانال که در شکل  ،دبی در یک کانال باز یبرای محاسبه

 یمحیط تر شده Pبه عنوان سطح مقطع جریان و  A. کنترل نمایش داده شده توجه کنید حجم

 .شودمقطع کانال فرض می

 

 .حجم کنترل جریان پایای یک کانال باز 3-7شکل  

تنها دو نیروی  با اتمسفر( ت)به دلیل مجاور ابراین به دلیل ثابت ماندن فشاربن ،چون جریان پایاست

 :یعنی ،کننددر شرایط پایا یکدیگر را خنثی میحرکت( باقی مانده و اصطکاک و ثقل )عامل 

(7-1) dPx=sinxgA
p

0
w   

 :با تعریف شعاع هیدرولیکی به صورت

(7-4) A/P=RH  
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 . شودبازنویسی می، روی محیط تر شده 𝜏𝑤( به صورت زیر با فرض ثابت ماندن 1-7) یرابطه

(7-7) 
WH =sin gR   

، است D/4=RH از محاسبات لوله کشی و با توجه به اینکه« وایزباخ -دارسی» ییادآوری رابطه با

طول  ، عملاً شیب جریان افت در واحدمان عامل افت انرژی در جریان استه Wو همچنین اینکه 

 :لذا ،گرددکانال محسوب می

(7-1) /2V 
4

f
= 2

w   

 :سرعت داریم ی( و محاسبه7-7) ( در1-7)ی قراردادن رابطه با

(7-1) (1/2)
H

(1/2) )sin (R )
f

g
(=V 


 

. مستقل از عدد رینولدز است  fهای بالا، ضریب اصطکاک اعداد رینولدز بزرگ و ضریب زبری برای

 :وجود دارد. با فرض ضریب زبری به صورت زیر زهای باجریان کانالاین حالت به طور معمول در 

(7-41) C(1/2))
f

g
(


 

 :داریم

   1چزی یرابطه

 (7-44)   sinS,RC=V 00H S  

 :انگلیسی پیشنهاد شده استو  SIای توسط مانینگ در دو سیستم رابطه C برای

(1/6) ( سیستم انگلیسی7-42)
H )(R 

n

1.486
=C  

SI (1/6)سیستم ( 7-43) 
H )(R 

n

1.00
=C  

 برای برخی مصالح  n. مقادیر مختلف ل بستگی داردنااست و به جنس کا 2به ضریب مانینگ معروف 

 

                                                
1 Chezy 
2 Manning 
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 :مانینگ ی. با استفاده از رابطهارایه شده است 4-7کانال در جدول های مختلف( مختلف )دیواره

(7-41)  
0

2

3

H S  )R
n

k
(=V  

(7-41 ) A0
2

3

H S  )R
n

k
(=Q  

 . ت که بستگی به سیستم ابعادی داردمانینگ اس یهمان مقدار ثابت رابطه kکه 

 ( ضریب مانینگ مصالح مختلف.4-7جدول )

 (nضریب مانینگ) جنس دیواره

 142/1 چوب صاف

 143/1 چوب ناصاف

 142/1 بتن صاف

 141/1 بتن ناصاف

 141/1 چدن

 144/1 آجر

 141/1 فولادی پرچ شده ورق

 121/1 سنگقلوه

 122/1 ایورق کرکره

 121/1 زمین رسی کوبیده

 131/1 زمین ناصاف با علف هرز و سنگ

 121/1 بستر شنی
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𝑉∗𝑒 کانال باز عدددبی ی در روابط محاسبه fیکی از معیارهای دیگر استفاده از روابط تجربی 

𝜈
     

√ برابر V  باشد که در این تعریفمی
𝜏𝑤

𝑃
 است.ضخامت زبری سطح  eو  )سرعت اصطکاکی(  

 :شودهای زیر برای جریان تعریف میاین اساس محدوده بر 

>4 فصا ی( روابط جداره7-44)
e) (V





 

>100 برصاف به ز یروابط گذر از جداره( 7-47) 
e) (V

4




  

 برز یروابط جداره( 7-41)


e) (V
100



  

عبارت   fروابط تجربی  ،شودتعریف می HDرینولدز براساس قطر هیدرولیکی  باتوجه به اینکه عدد

 :است از

5 صاف ی )جریان جداره( 7-14)
D 10Re

H
  ) 

)(Re

0.316
=f

HD

 

5   صاف ی)جریان جداره( 7-21)
D 10Re

H
) 

)
2.51

Re
log( 2.0=

f

1
HD f

 

 یا

5)جریان جداره صاف (   7-24)
D 10Re

H
        )                      )

C2.51

8Re
log( 24=C HD g

  

[(                  از صاف به زبر(      گذر )جریان  ( 7-22)
Re

30
(

R

e
log[ 2-2.16=

f

1

HDH f
   

(                                      زبر(             ی)جریان جداره   (7-23)
R

e
log( 2-2.16=

f

1

H

   

 

 41 ℉آب با دمای ،/.1144ای بتونی مطابق شکل با شیب برابر در یک کانال نیم دایره 4-7مثال 

 را محاسبه کنید. Q، مقدار دبی بتونی صاف باشد ی. اگر دیوارهدرجریان است
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  :حل

 

RH =
A

P
=

1
2 π × 102 + 3 × 20

1
2 π × 20 + 2 × 3

= 5.8 ft 

𝑛برای  =  :سرعت میانگین عبارت است از ،(4-7)از جدول  0.012

V =
1.486

n
RH

2
3 √s =

1.486

0.012
× (5.8) × √0.0016 = 16    

ft

sec
 

 :نتیجهدر و

Q = V. A = 16 × (
1

2
π × 102 + 3 × 20) = 3471   

ft3

sec
 

 

و  4به  4و شیب جانبی  /.1111ای با شیب کف کانال ذوزنقه برای جریان پایای آب در  2-7مثال 

 /.121. ضریب مانینگ جداره را دبی جریان را محاسبه کنید ،فوت 4فوت و عمق جریان  1 یقاعده

 . نظر بگیرید در

 

 حل:

 

𝐴 = 8 × 6 + 6 × 6 = 84 𝑓𝑡2 

P = 8 + 2 × 6√2 ≅ 25 ft 
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Q =
1.486

0.025
× 84 × (

84

25
)

2
3

× (0.0009)
1
2 = 337.44 

ft3

sec
  

 

 جریان  چه عمقی برای شدت  3-7مثال 
𝑓𝑡3

𝑠𝑒𝑐
در یک کانال از جنس چوب صاف با سطح مقطع  1 

 ؟لازم است  /.112و با شیب کف  𝑚2مربع به ضلع 

 :حل

A = 2y   ,   P = 2 + 2y   ,   n = 0.012 

4 =
1.00

0.012
× 2y × (

2y

2 + 2y
)

2
3

× 0.002
1
2    ⇒    y = 0.89 m    

  بهترین مقطع یک کانال   7-1

ابعاد از یک مقطع انتخاب ، تعیین بهترین های باز برای آبرسانییکی دیگر از مباحث طراحی کانال

 زیرا. حداقل محیط تر شده را داشته باشد. به عبارتی بهترین مقطع کانال آن است که شده است

این اساس  . برگرددل مصالح لازم برای ساخت کانال میبه مصرف حداق کاهش محیط تر شده منجر

 :نوشت 𝑃و 𝐴 نزیر را بی یتوان رابطهمی 𝑄و   𝑆،𝑛 با توجه به رابطه بین

(7-21 ) 𝐴 = 𝐶𝑃
2
5 

 دهدفوق نشان می ی، معادلهمانینگ است یشامل تمام مقادیر ثابت فرض شده رابطه Cمقدار 

 . گرددنیز کمینه می Aکمینه است  Pوقتی 
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 بهترین مقطع یک کانال مستطیلی  7-1-4

 

 

 :زیر برقرار استانال روابط هندسی برای سطح مقطع مستطیلی یک ک

𝑃 = 𝑏 + 2𝑦   ,   𝐴 = 𝑏𝑦 

 : ( داریم21-7)ی براساس رابطه و

𝐴 = (𝑃 − 2𝑦)𝑦 = 𝐶𝑃
2
5 

 :( داریمyبرحسب  Pگیری از این رابطه )از با مشتق

  (
𝑑𝑃

𝑑𝑦
− 2) 𝑦 + 𝑃 − 2𝑦 =

2

5
(𝐶𝑃

−3

5
𝑑𝑃

𝑑𝑦
) 

  دادن صفر قرار با و
𝑑𝑃

𝑑𝑦
 :داریم 

    𝑃 = 4𝑦   ,   𝑏 = 2𝑦 

حداقل  ،شخصمبنابراین در شرایطی که عمق جریان نصف عرض کانال مستطیلی باشد به ازای دبی 

 . خواهیم داشت را مصالح مصرفی

 

 ای بهترین مقطع یک کانال ذوزنقه  7-1-2
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شود اما باید توجه نمود که در این مسئله می مشابه آنچه درباره مستطیل ارایه شده در اینجا عمل

باشد. بهینه می-بهینهیابی همان مسیرکلاسیک دخیل بوده و مسیرکمینه mو  bر هر دو پارامت

پس از مسیر این بهینه نسبت به پارامتر سسازی نموده و تر بهینهمیعنی ابتدا نسبت به یک پارا

های متعدد دیگری نیز در مباحث اما روش ،شود. این روش عمومیت داردنه پیدا میبعدی کمی

 بنابراین: .ال ارایه در این کتاب وجود ندارداست که مج بهینه سازی مطرح

𝑃 = 𝑏 + 2𝑦√1 + 𝑚2      ,      𝐴 = 𝑏𝑦 + 𝑚𝑦2 

 : نتیجهدر

𝐴 = (𝑃 − 2𝑦√1 + 𝑚2 ) 𝑦 + 𝑚𝑦2 = 𝐶𝑃
2
5 

صفر شدن و   yنسبت به   Pگیری مشتق با
𝑑𝑃

𝑑𝑦
 :داریم 

𝑃 = 4𝑦√1 + 𝑚2 − 2𝑚𝑦 

  قراردادن و mگیری مجدد این رابطه نسبت به مشتق با
𝑑𝑃

𝑑𝑦
 :داریم برابر صفر  

2𝑚

√1 + 𝑚2
= 1  →   𝑚 =

√3

3
 

 :نابراین مقطع بهینه عبارت است ازب

𝑃 = 2√3𝑦    ,    𝑏 = 2
√3

3
𝑦    ,    𝐴 = √3𝑦2 

  

 1پرش هیـــدرولیکی  7-4

های سطح آزاد از بندی جریانابتدا باید با دسته ،پرش هیدرولیکی یقبل از تعریف و تشریح پدیده

. همانطور گرانشی قابل عبور از آن آشنا شد آن با سرعت موج یجریان و مقایسهنقطه نظر سرعت 

موج گرانشی و یا به تعبیری به صورت یک  ملمح، انتقال اطلاعات مرزی جریان به که اشاره شد

و  . بنابراین به دلیل محدود بودن این سرعتشودجریان منتشر می موج گرانشی در امتداد مسیر

                                                
1 Hydraulic Jump 
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ای یک جریان سطح آزاد های زیر را بربندیتوان دسته، مین آن با سرعت سیالابل مقایسه بودق

 :تعریف نمود

 جریان بحرانی  -3جریان سریع         -2جریان ملایم       -4

موج  به سرعت لیاسکه در واقع نسبت سرعت باشدمی( Frد )وبندی فوق عدد فردسته معیار

 :یعنی ،گرانشی قابل عبور از آن است

(7-21 ) 𝐹𝑟 =
𝑉

√𝑔𝑦
 

 : ی نمودبندی فوق را بازنویستوان مجدداً دستهمی 4نسبت به عدد   Frبراساس مقدار 

𝐹𝑟جریان بحرانی  - = 1   

𝐹𝑟جریان ملایم  - < 1  

𝐹𝑟جریان سریع  - > 1  

اطلاعات قبل از تر بوده و ریان سیال از موج گرانشی خود عقبج ،ن ملایمابنابراین در یک جری

یا . این موضوع در جریان سریع معکوس بوده و سیال قبل از آنکه اطلاعات رسدمرزها میسیال به 

ه موج ب ،راه یدر میانه ،به عبارتی تغییر شرایط مرزی به بالادست برسد، حرکت کرده و در محلی

 . گرانشی اطلاعات خواهد رسید

پدیده معمولاً به دلیل  این .شودنیز در یک جریان سریع مشاهده می پرش هیدرولیکی یپدیده

     حاصل  ،نع یا هر نوع سدکننده جریان استوقوع شرایط جدید مرزی که اساساً از نوع یک ما

به عبارتی حضور مانع در پایین دست جریان با سرعت یک موج گرانشی به بالادست منتقل  ،ودشمی

اه بدان رسیده و ناگهان واکنش اما قبل از رسیدن اطلاعات جریان سیال از بالادست در میانه ر شده،

 . شودن واکنش پرش هیدرولیکی نامیده می. ایسازدم سرعت و ارتفاع از خود آشکار میتنظی
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 .نمایش نمادین پرش هیدرولیکی 1-7شکل 

 

توان انتظار پرش هیدرولیکی را از جریان ملایم نمی ،یه کیفی رخداد پرش هیدرولیکیبنابر توج

و جریان از ابتدای مسیر خود  موج حضور مانع رسیده ،بالادست حرکت سیال اززیرا قبل از  ،داشت

از قانون بقای جرم و  . همانطور کهنمایدشده و درنتیجه عمق جدید تنظیم میرا با سرعت کاسته 

 :زیرا ،گرددفت کاهش سرعت موجب افزایش عمق میتوان نتیجه گرپیوستگی می

(7-24 ) 𝑞 = 𝑉𝑦 

با استفاده از  .توان به شرح زیر اثبات نمودبر پرش هیدرولیکی حاکم است که میروابط تحلیلی نیز 

 :م نتیجه گرفتممنتتوان از معادلات پیوستگی و ( می1-7شکل)

(7-27 ) 𝑉1𝑦1 = 𝑉2𝑦2 = 𝑞 

(7-21 ) 𝑝1 − 𝑝2 = 𝜌𝑞(𝑉2 − 𝑉1) 

 ی توان معادلهکند میبه صورت هیدرواستاتیکی تغییر می جاییکه فشار در جریان سطح آزادآناز

 :( را به شکل زیر بازنویسی کرد7-27)

(7-21 ) 𝛾𝑦1
2

2
−

𝛾𝑦2
2

2
= 𝜌𝛾2

2𝑦2 − 𝜌𝛾1
2𝑦1 

 :له به شکل زیر قابل مرتب شدن استاین معاد

(7-31 ) 𝛾𝑦1
2

2
+ 𝜌𝛾1

2𝑦1 =
𝛾𝑦2

2

2
+ 𝜌𝛾2

2𝑦2 
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-ل پرش ثابت میخلادر  و ممنتم ( بیانگر این واقعیت است که جمع نیروی فشار21-7) یرابطه

𝐹یعنی اگر  ماند. =
𝛾𝑦2

2
  ،𝑀 = 𝜌𝑉2 شودفرض می: 

(7-34 ) 𝐹1 + 𝑀1 = 𝐹2 + 𝑀2 

 :داریم qبنابراین برای یک جریان با دبی حجمی در واحد عمق 

(7-32 ) 𝐹 + 𝑀 =
𝛾𝑦2

2
+

𝜌𝑞2

𝛾
 

 . شود( نکات مهم پرش آشکارتر می1-7کل )ش F+M برحسب  y باترسیم

 

 .های هیدرواستاتیکی و اینرسیتغییرات عمق جریان سطح آزاد بر حسب مجموع نیرو 1-7شکل 

عمق محتمل است که دو در  F+M شود که مقدار مشخصی ازدیده می (1-7) ضوح در شکلوبه 

 . بیشتر مربوط به جریان ملایم است عمق کمتر مربوط به جریان سریع )براساس پیوستگی( و عمق

𝐹𝑟به عمق بحرانی موسوم بوده و درشرایط که شود ین شکل یک عمق کمینه نیز دیده میدرا =

 :است با ( برابر34-7)ی گیری از رابطهمقدار عمق بحرانی با مشتق .دهدرخ می 1

(7-33 ) 𝑦𝑐 = (
𝑞2

𝑔
)

1
3 

ی نمود و همچنین به دلیل وجود ارتباط نیز بازنویستوان برحسب عدد فرود حاصله را می یرابطه

یعنی  ،تر بیان داشتدو را نیز صریح این یرابطه (𝑦1) و قبل از پرش (𝑦2) بین عمق بعد از پرش

 :از پیوستگی
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(7-31 ) 𝐹𝑟1
2𝑦1

3 = 𝐹𝑟2
2𝑦2

3 

 :پیوستگیممنتم و از 

(7-31 ) 
(1 + 2𝐹𝑟1

2)𝐹𝑟1

−4
3 = (1 + 2𝐹𝑟2

2)𝐹𝑟2

−4
3  

 

 :داشت و ممنتم توان از ترکیب پیوستگیمی همچنین و

(7-34 ) 𝐹𝑟2 =
2√2𝐹𝑟1

(√1 + 8𝐹𝑟1
2 − 1)

3
2

 

 :به طریق مشابه

(7-37 ) 𝑦2 =
−𝑦1

2
+ √(

𝑦1

2
)

2

+
2𝑉1

2𝑦1

𝑔
 

 

(7-37                  )                                                 
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 فصل هفتممسائل 

در صورتیکه  .باشدمی 11111/1شیب مسیر  ،درجه 31س أدر یک کانال مثلثی با زاویه ر  7-4

مل کانال در شرایط متر برآورد گردد، دبی قابل ح 4کانال از جنس بتن ناصاف باشد و عمق جریان 

 ؟پایا چقدر است

فوت مکعب در ثانیه و  411ای با دبی ورق کرکره یای از جنس دیوارهدر یک کانال ذوزنقه  7-2

 .محاسبه کنید براساس مشخصات هندسی شکل زیر عمق جریان را 1111/1شیب کف 

 

6 یفاضلاب به قطر داخل ی)آب( در یک لوله در جریان فاضلاب سبک  7-3  ،  4عمق جریان  

بی این خط فاضلاب د ،یک فوت باشد ،فوت 411فاضلاب در هر  ی. در صورتیکه شیب لولهباشدمی

 . را محاسبه کنید

 

. در صورتیکه شودس میزان بارندگی منطقه برآورد میها معمولاً براساشیب بام ساختمان  7-1

ترین ، بهباشد 12/1با شیب  یلیتر در ثانیه برای یک کانال مستطیل 21بارندگی یک منطقه معادل 

 . را محاسبه کنید ابعاد کانال

 . مقطع کانال مثلثی را محاسبه کنیدبهترین   7-1



 

444 

 

𝐹𝑟1 3 در یک پرش هیدرولیکی  7-4  ، عدد فرود بعد از پرش را محاسبه کنید.باشدمی =

و سرعت  m3/1در جریان یک کانال باز با عمق جریان   7-7
𝑚

𝑠𝑒𝑐
در صورت وقوع پرش  3

مقطع آن مستطیلی  و 𝑚 4)عرض کانال .محاسبه کنیدجریان پس از پرش را  عمق ،یهیدرولیک

 (.شدبامی

درولیکی موانع مصنوعی پرش هی یدر یک سیستم هیدرولیکی آزمایشگاهی برای مطالعه  7-1

 ی. در صورتیکه جریان مسئلهشودی خروجی از کانال جریان ایجاد میهای کنترل دبتوسط دریچه

از  باشد ، برآوردی متر 41ابتدا و انتهای کانال  یفاصله سازی شود ودر این آزمایشگاه شبیه 7-7

 . محل پرش ارایه دهید
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 سوالات آزمون کارشناسی ارشد

 

به طوری داده شده باشد که:  اگر تابع دلخواه  -4
y

u





  و
x

v





 ، چرخش  برحسب  کدام

 است؟

4) 2

2

1
 2) 2

2

1
 3) 2 1) 2

 

 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 




 2

2

2
2 






























































yyxxy

u

x

v
 

 

های سرعت اگر در جریان دو بعدی مولفه -2
2b

y
u    و

2a

x
v  باشد؟باشند، آنگاه کدام گزینه صحیح  می 

1ناپذیر است و معادله سیال تراکم (4
2

2

2

2


b

y

a

x .یک خط جریان آن است 

122پذیر است و معادله سیال تراکم (2  yx .یک خط جریان آن است 

1پذیر است و معادله سیال تراکم (3
2

2

2

2


b

y

a

x .یک خط جریان آن است 

1ناپذیر است و معادله سیال تراکم (1
2

2

2

2


b

y

a

x .یک خط جریان آن است 

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

jviuV                        ناپذیر در حالت دو بعدی داریم:        برای سیال تراکم ˆˆ  ,       0. V 

j
a

x
i

b

y
V ˆˆ

22
 
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0.  V               0
2



















a

x

yy

v
 ,              0

2




















b

y

xx

u
 

معادله خط جریان                           
ya

xb

u

v

dx

dy

v

dy

u

dx
2

2

 

1که فقط برای معادله 
2

2

2

2


b

y

a

x .صادق است 

 

اگر در جریان یک بعدی  -3 itxuV ˆ,  و دانسیته متغیر با رابطه tCos  داده شده باشد،  5.10

 به شرطی که Vسرعت   Utu ,0 کدام گزینه است؟ 

4)  iUSinwtV ˆ  

2) iU
tCos

tSin
V ˆ













 

3) iU
tCos

tSin
V ˆ

5.1
















 

1) iU
tCos

txSin
V ˆ

5.1

















 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 

 در حالت یک بعدی( طبق رابطه پیوستگی داریم:)

 
   05.10 00 














utCos

x
tSin

x

u

t


   

  CtSinxutCos  5.1  گیری    با انتگرال 

   tCosUCUtu  5.1,0    

U
tCos

txSin
u 








5.1
   

 

jtxiyxVاگر میدان سرعت یک جریان توسط رابطه  -1 ˆˆ 22   داده شده باشد، خطوط جریان عبوری از

 کدام گزینه است؟ 1tمبدا مختصات و در لحظه 
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4) xy  2) 2xy  3) xy  4) xy 2

 

 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 

xytxy

CyxCtxy

tdxydy
yx

tx

u

v

dx

dy

v

dy

u

dx

t 22

000,
2

1

1

2

2

2









 

 

VgPبا توجه به رابطه  -1
Dt

VD 2  کدام یک از فرضیات زیر در نظر گرفته شده است؟ 

 ناپذیری، جریان نیوتنیصدق معادله پیوستگی، تراکم (4

 ناپذیری، جریان نیوتنیباشد، تراکمنیازی به پیوستگی نمی (2

 پذیری، جریان نیوتنیصدق معادله پیوستگی، تراکم (3

 ناپذیری، هم جریان نیوتنی و هم غیر نیوتنیصدق معادله پیوستگی، تراکم (1

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

 

jytixtVناپذیر و غیر دائم، میدان سرعت با رابطه در یک جریان دو بعدی، تراکم -6 ˆˆ   معرفی شده

 کدام گزینه است؟ 1tاست، مقدار شتاب کل را در 

4)  2224 yyxa  

2) 22 yxa  

3) 22 yxa  

1) 224 yxa 

 

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 
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 222

2

1

2

1

2

22

4

2

yyxa

yytyya
y

v
v

x

v
u

t

v
a

xtxxa
y

u
v

x

u
u

t

u
a

aaa

t
yy

t
xx

yx


















































 

 

jyixyVناپذیر غیر لزج میدان جریان با عبارت برای یک جریان تراکم -1 ˆˆ2 2  مشخص شده است. با

 کدام است؟ xبه صورت ثابت، گرادیان فشار در جهت  0فرض صرفنظر از گرانش و چگالی 

4) 2

02 xy 2) 2

02 xy 3) xy02 1) 2

0 xy

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

        

2

0

32

0

2

00

2

ˆ2ˆ2ˆ2ˆ222

xy
x

P

jyixyPPjyixyiyxyP
y

V
v

x

V
u




























 

 

Byuبرای میدان سرعت  -8   وBxv  مقدار سیرکولاسیون بر روی شکل نشان داده شده کدام است؟ 

4) B4 

2)  B2 

3) 0 

1) B4 

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

            BBBBBdsvdsudsvdsudsV
dcba

4122132.....   
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xy22اگر در یک میدان سرعت رابطه  -9    در این  (1,1)بر قرار باشد، مقدار ورتیسیتی در نقطه

 میدان کدام است؟

1) 0 2) +2 3) -2 1) -1 

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

222   xy 

 

 ؟باشندکدام یک از جملات زیر درست می -41

 مقدار تابع جریان روی مرز ساکن حتماً صفر است. (4

 تواند هر مقداری باشد.مقدار تابع جریان روی مرز ساکن می (2

 شود.مطرح میهای چرخشی و غیر چرخشی تابع پتانسیل در همه جریان (3

 شود.های چرخشی مطرح میتابع پتانسیل فقط در جریان (1

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

 

میدان جریان با سرعت  -44     kyzyjzyittV ˆ2ˆ1ˆ5 2222   مفروض است. آهنگ انبساط

سیال در نقطه  4,2,3 2ی و در لحظهt  کلیه ابعاد در (کدام گزینه است؟SI داده شده).اند 

4) 
s

1
4 2) 

s

1
4 3) 

s

1
8 1) 0 

 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 

    0220. 













 yy

x

w

x

v

x

u
V 
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 ، سطحی را که در آن، جریان غیر چرخشی است، کدام است؟44برای میدان مشخص شده در سوال  -42

4) 0x 

2) 0y 

3) 0z 

 جریان در همه جا غیر چرخشی است. (1

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

yzyzytt

zyx

kji

V

215

ˆˆˆ

2222 












  

 سیال غیر چرخشی است. 0yدارد لذا در سطح  y2که تنها یک مولفه مخالف صفر به صورت 

 

kwjviuVهای زیر، معرف شتاب سیال مربوط به میدان سرعت کدام یک از گزینه -43 ˆˆˆ  باشد؟ می

 سیال است. معرف چرخش Vدر این روابط 

4) V
V

t

V
























2

2

 

2) 





































V

V

t

V

2

2

 

3)  



V

t

V
 

1) 




















.

2

2

V

t

V

 

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

باید نشان دهیم که   V
V

VV 
















 
2

.

2

 

   

k
z

w
w

y

w
v

x

w
uj

z

v
w

y

v
v

x

v
ui

z

u
w

y

u
v

x

u
u

kwjviu
z

w
y

v
x

uVV

ˆˆˆ

ˆˆˆ..






























































































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 اما

 

I   k
z

w
w

z

v
v

z

u
uj

y

w
w

y

v
v

y

u
ui

x

w
w

x

v
v

x

u
uVV

V
ˆˆˆ.

2

1

2

2























































































 

 

 

 

 

 

 

II 
k

x

w
u

z

u
u

z

v
v

y

w
vj

z

v
w

y

w
w

y

u
u

x

v
ui

y

u
v

x

v
v

x

w
w

z

u
w

wvu

y

u

x

v

x

w

z

u

z

v

y

w

kji

VV

ˆˆˆ

ˆˆˆ
















































































































 

 

سازی، همان مقدار و ساده IIو  Iبا جمع  VV . شود.حاصل می 

 

 یک میدان جریان باشد، کدام گزینه درست است؟ (Vorticity) بردار چرخش اگر  -41

4)   0.   2) 0.  3) 0  4)   0 V

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

با توجه به این که دیورژانس کرل یک تابع برداری صفر است داریم:   0.0.  V 

 

چنانچه بردار سرعت میدان جریانی به صورت  -41  kxzjytixzV ˆˆˆ3 222   در(SI باشد، آنگاه )

 کدام گزینه خواهد بود؟ yی شتاب در راستای محور مولفه

4) xtxt 24  2) ztzt 24  3) ytyt 24  4) 
22ytyt 

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

       

ytyta

xztytxzty
z

v
w

y

v
v

x

v
u

t

v
a

y

y

2

)0(032

4

2222























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jجریانی با میدان سرعت  -46
yx

x
i

yx

y
V ˆˆ

2222 






مفروض است. معادله خط جریان گذرا از  SIدر  

نقطه  5,0کدام است؟ 

4) 2522  xy          2) 2522  yx         3) 2522  yx          1) 252  xy 

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

 حل:

 

2

25
0)5(

2

1

2

1

2

1 25,022    cccxyxdxydy
y

x

dx

dy

v

dy

u

dx C 

252222  yxcyx 

 kی ساعتگرد با قدرت و یک گردابه Xیک دوقلو با قدرت  0Uاز ترکیب جریان یکنواخت با سرعت   -41

به صورت 
R

r
Ln

k

r

X
rU






2

sin
sin0   2که در آن

0RUX می باشد، جریان حول استوانه-

باشد مکان  1در جریان حول استوانه برابر LCآید. اگر ضریب برآی ایجاد شده ی در گردش به دست می

 ای از استوانه خواهد بود؟ی نقاط سکون در چه زاویه

 

 

4)  46.203,6.336 21     

2)  54.156,4.23 21     

3) 4.13321             

1)  4.163,4.133 21  

 

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

 حل:

0

0

55 RUk
RU

k
CL  

00اما چون  45 RURUk  :نقاط سکون روی استوانه در موقعیت ذیل خواهد بود 

 46.203,6.336)398.0(sin)
4

(sin, 21

1

0

1   



RU

k
Rr 
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واقع در مبدا مختصات و جریان  qای به دبی حجمی بر واحد سطح در ترکیب جریان حاصل از چشمه -48

ی سکون کدام است؟ سرعت جریان و در سوی مثبت آن، مختصات نقطه xیکنواخت به موازات محور 

 باشد.می Uیکنواخت 

4)  0, 

2)  







 0,

2 U

q


  

3)  








U

q

2
,0 

1)  









U

q

U

q

 2
,

2
 

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

 حل:

U

q
xU

x

q
U

x

xq

y
yx

yq
v

U
yx

xq
u

Uy
x

yq

x

y












2

1

2
0

02

00
2

0
2

tan
2

22

22

22

1














 

 

پس نقطه سکون 







 0,

2 U

q


 می باشد. 

jxyناپذیر  تابع جریان میدان سرعت دوبعدی پایا و تراکم -49
y

ixyyxV ˆ)
3

(ˆ)( 2
3

22 


کدام گزینه  

است؟)  00,0 ) 

4) 322

3

1

2

1
xyyx    2) 2223

2

1

3

1
yxyx    3) 34

3

1

12

1
xyy    1) xyy 22  

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

 حل:







y
u


)(

3

1

2

1 32222 xfxyyxxyyx   

322322
3

2
3

3

1

2

1
)()('

3

1

33
xyyxcxfxfyxyxy

y
xy

y

x
v 




 

 
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yxyتابع پتانسیل سرعت جریانی دوبعدی و پایا به شکل  -21  2باشد. میدان دما در این جریان می

232با تابع اسکالر   xyxT آید. آهنگ تغییر دما برای المانی برحسب درجه سلسیوس بدست می

از سیال که درحال گذر از نقطه 3,2 می باشد چند درجه سلسیوس بر ثانیه خواهد بود؟ 

4 )21                        2) 6                                 3) 11                                1) 418 

 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 

 حل:

y

T

x

T
u

t

T

Dt

DT














 

 

)3)(12()32)(2(0 xxyxy
Dt

DT
 

x
y

T
yx

x

T

xvyu yx

3,32

12,2











 

 

   
S

C

Dt

DT
yxyxx

Dt

DT 
1083,26436

3,222  

 ( دوبعدی:vortexگردابه ) -24

 قدرتی برابر با گردش )سیرکولاسیون( پیرامون منحنی بسته ای شامل مرکز گردابه دارد. (4

 خطوط جریان شعاعی دارد. (2

 همواره سیرکولاسیونی برابر صفر حول هر منحنی بسته دارد. (3

 ی شعاعی از مرکز گردابه متناسب است.سرعتی دارد که مستقیما با فاصله  (1

 

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

 

yLnrای با تابع جریان گردابه -22 2
2

1
  با جریان یکنواختی موازیx  و با سرعتiu ˆ2 در(

SI ترکیب شده است. بزرگی سرعت جریان حاصل در ) 2,2 چند متر بر ثانیه است؟ 

4) 12421                       2 )22421                          3) 2243                           1) 0 

0 
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 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

 حل:

 

 

yeuهای جریان سیال با مولفه -23 x   وxyev x  :دارای 

22تابع پتانسیل به شکل  (4

2

1

2

1
xeyxye xx  .است 

xyexتابع پتانسیل به شکل  (2 .است 

22تابع پتانسیل به شکل  (3

2

1

2

1
xey x .است 

 تابع پتانسیل نیست. (1

 

 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 

0توجه کنید که 








 xye

y

u

x

v
V .لذا جریان غیر چرخشی نیست 

 

پتانسیل سرعت یک جریان دوبعدی درمختصات قطبی به صورت  -21 24 2Cosr  می باشد. تابع

 مقدار ثابتی است( cجریان و مختصات نقطه ی سکون این میدان به ترتیب کدام است؟ )

4) cSinr   2
4

1 و  2 0,0   

2) cSinr   24 و  2 0,0 

3) cSinr   2
4

1 و  2








2
,2
  

1) cSinr   24 و  2








2
,2


 

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

 حل:

s

m
V

yx

x

yx

y
vuyxV

yyxLnyLnr

xy

13.2)
8

1
()

8

1
2()2,2(

)
2

4

1
()

2

4

1
2()(),(

2
2

1
2

2

1

22

2

22

2

22

2222

22














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  24 2Cosr 

 

cSinr

crfrSin
r

u

















24

)(28
1

2

 

   stag.point: 

028  rCosur 

028   rSinu    

0داریم  =1rواضح است که به ازاء  ruu .یعنی مبدا مختصات نقطه سکون می باشد 

 

باشند. به طوری که واقع در مبدا دارای محورهای عمود برهم میدو جریان دوقطبی  -21
r

Cos


64
1  

و 
r

Sin


64
2   در(SIمی )ی ی سرعت در نقطهباشد. اندازه mymx 4,4  چند متر بر ثانیه است؟ 

4) 2  2) 22 3) 2 1) 1 

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

 حل:

 در مختصات دکارتی داریم:
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ای با قدرت )دبی حجمی بر واحد سطح( چشمه  -26
ms

m
q

.
20

3

  واقع در مبدا با جریان یکنواختی با سرعت

iU ˆ3


ی ترکیب شده است. اختلاف هد فشار بین دو نقطه  0,10  ymxA و

 myxB 67.1,0 چند متر است؟ 

4) 3211  2)  429 3)  12211  1)  1214 

 

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

 حل:
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
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68.20,68.2
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
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
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









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xyyxدر میدان سرعتی با تابع جریان  -21  23

2

1

3

1
 در(SI  سیرکولاسیون حول مربعی به ، )

2,2اضلاع   yx های ساعت در خلاف جهت عقربه(CCW) چند مترمربع بر ثانیه است؟ 

4) 1  2) -22   3)  -11  1)  -8 
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 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

 حل:

s

m
ydydxxdyydxx
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y x yx

x

y

22

2

2

2

2

2

2

2

2

16168168)4()2()4()2( 





  




 







 

 

jyxyixyxVبه صورت  SI میدان سرعتی در -28 ˆ)32(ˆ)34( 2 


مفروض است. این میدان  

 دارای چند نقطه سکون است؟

4) 3  2)  2 3) 4 1) 1 

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

 حل:

 

3,00

16

9
,

2

3

2

3
,0

0)32(

0342










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yxyv

xyxu

 

پس نقاط سکون  0,0 و 0,3  و









16

9
,

2

 می باشند. 3

 

ای تعریف می شود که داشته باشیم به گونه برای یک جریان دوبعدی تراکم ناپذیر تابع اسکالر  -29

y
u






 و
x

v





 های زیر خواهد ورتیسیتی در هر نقطه برابر کدام یک از گزینه.  در این صورت

 است( zبردار یکه روی محور   kبود؟)

4) k̂).( 


 

2)  k̂).( 


 

3)  k̂)( 

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1)  k̂)( 


- 

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

 حل:

0جریان دوبعدی است لذا   yx : 
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2
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
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واقع در مبدا مختصات در معرض جریانی یکنواخت  qیک چاه دو بعدی با دبی حجمی بر واحد سطح  -31

 است؟سازد قرار گرفته است. مختصات نقطه سکون کدام گزینه میزاویه  xکه با محور  Uبا سرعت 

4) 

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
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
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
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3) 

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
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 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

 

 حل:

 

UVrباید   :باشد لذا 
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rCosx

U

q
rU

r

q













2
,

2

22


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سازد، جریان دارد. می ، روی سطحی که با افق زاویه hناپذیر به ضخامت فیلمی از یک سیال تراکم -34

فاصله yفرض شود، دبی جریان در واحد عمق برابر خواهد بود با: )و چگالی آن اگر گرانروی سیال

 عمودی از سطح است. (

4) )2(
2

sin 2yhy
g




 

2) )2(
2

cos 2yhy
g




 

3) 




3

.sin 3hg
 

1) 




3

.cos 3hg
 

 

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 
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2

2
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x

u
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y

u
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u
u





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

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
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






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



 hyy

dy

du
ugSin

x

u




 

 بنابراین از حل معادله دیفرانسیل سرعت و اعمال شرایط مرزی داریم :

)2(
2

sin 2yhy
g

u 


 

   












3

.sin

3

2
.

2

sin

3

1

2

sin 33

0
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0

hghg
yhy

g
udyq

k
h









   دبی در واحد عمق 

 

zzfآل با تابع جریان دوبعدی سیال ایده -32 ln)(   مفروض است. برای این جریان مولفه سرعت در

 ها کدام گزینه است.xجهت محور 

4) 
22 yx

y


 

2) 
22 yx

x


 

3) 
22 yx

y


 

1) 
22 yx

x


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 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 
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

 )(tan
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
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/
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y

x

y
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
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


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 یا
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2

1
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y
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y

y
u













 

 های زیر برای میدان سرعت صحیح است؟درون سیال غیرلزج، کدام یک از عبارت -33

 تنها ناپیوستگی سرعت مماسی در نقاطی از میدان جریان ممکن است. (4

 ناپیوستگی سرعت عمودی در نقاطی از میدان جریان ممکن است. تنها (2

هم ناپیوستگی سرعت عمودی و هم ناپیوستگی سرعت مماسی در نقاطی از میدان جریان ممکن  (3

 است.

 ناپیوستگی سرعت در هیچ قسمت از میدان جریان ممکن نیست. (1

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

 

ji برای میدان سرعت -31
t

v ˆˆ
1

1





 0(ای که در لحظه ی که در آن، معادله خط مسیر ذره( t  از

 کند، کدام گزینه است؟عبور می )1,1(نقطه

4) zy  

2) )1(  xey 

3) )1(2  xey 

1) 0y

 

 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 
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1
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1














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
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c

c
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u
dt
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yx
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)1exp(1ln
1

1)1ln(









xyyx

ty

tx
 

 

)1,(1های سرعت یک میدان جریان دوبعدی به صورت مولفه -31  vtxu درSI  .داده شده است

معادله خط جریان گذرا از نقطه  1,1 0یدر لحظهt کدام گزینه است؟ 

4) 1ln  xy 

2) 1ln  yx 
3) x

y
y ln

2

)1(
1

2




 

1) )1exp(  yx

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 
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
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d
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kyzjiyxvمیدان سرعت   -36 ˆˆ10ˆ)16( 22   در(SI ).مقدار سیرکولاسیون این جریان  مفروض است

smبا مشخصات داده شده و در سوی مثبت چندDحول مستطیل بسته  است.2/
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4) 
3

1600


 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 
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 یا به کمک قضیه استوکس :
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بالا صفحه تخت طویلی قرار دارد. نیروی وارد بر  hدر فاصله  qچشمه خطی با دبی بر واحد عمق  -31

 این صفحه کدام گزینه است؟

 (2 صفر (4
h

q





2

2

 3) 
h

q





4

2

 4) 
h

q





2

22

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

 دهیم(.ای به طور قرینه نسبت به صفحه قرار میتصاویر به تربیت خواهیم داشت. )چشمهبا استفاده از روش 

)ln( پتانسیل مختلط 
2

)ln(
2

)ln(
2

)( 22 hz
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q
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zF 
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)tan( تابع جریان  
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
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22 
                                           سرعت مختلط 

 اما از سوی دیگر نیروی اعمالی از رابطه زیر قابل حصول خواهد بود.
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 قطب بعدی 
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 میباشد.
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2

i  لذا بزرگی نیروی وارده همان 
h

q
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


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   یعنی

 

تابع پتانسیل متناظر با تابع جریان  -38 rSin9 (  در مختصات دکارتی کدام گزینه است؟c  مقدار

 ثابتی است(.

4) cos9c 

2) sin9c 

3) xc 9 

1) yc 9 

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 
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)2(ای به قدرتچشمه -39 m 0(در نقطه,(a  و چاه خطی خطی به قدرت)( m در مبدا مختصات قرار

 دارند. در میدان جریان حاصل از ترکیب این دو الگو :

),0(دارای یک نقطه سکون به مختصات  (4 a .است 

 می باشد. xoyدارای سه نقطه سکون در صفحه  (2
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,0(دارای یک نقطه سکون به متخصات  (3
3

a.است ) 

 باشد.دارای نقطه سکون نمی (1

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

 ها باشد و بنابراین:xنقطه سکون با توجه به الگوی جریان چشمه و چشاه باید الزاما روی محور 
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),(04/0)3(میدان سرعتی با تابع جریان  -11 32 yyxyx  درSI  مفروض است. اختلاف فشار بین
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)(12.0)2()(12.0

)(24.0

)(12.0
22222222

22

yxxyyxvuV

xy
x

v

yx
y

u













 





 

paVVPPP

smV

V

AA

A

5850)09(
2

1300
)(

2

1

/325*12.0)43(12.0

0

2

0

2

0

22

0









 

 

 

 



481 

 

jyxyiyxyxVمیدان سرعت  -14 ˆ)sin2(ˆ)cos2( 222 


( دبی جریان در واحد عمق SI)در  

)1,(و O)0,0(جریان گذرا از نقاطبین خطوط  A  مختصات بر حسب متر است.( چند(sm  باشد؟می 2/
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 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 
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iUVآل یکنواختی با سرعت جریان ایده -12 ˆ


 m ای به قدرتمقدار ثابتی است، با چشمه Uکه در آن 

)دبی حجمی بر واحد عمق ( واقع در مختصات ترکیب شده است. معادله خط جریانی که از نقطه سکون 

 گذرد، در مختصات  قطبی کدام گزینه است؟می
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 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 
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اکنون     
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 های زیر معرفمیدان جریان دوبعدی غیرلزج با الگوی شکل رو به رو مفروض است. کدام یک از گزینه -13

 باشد؟تابع جریان این میدان می
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 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 

cxyfyfxx
x

v

y
u

jxV














2)1(2 20)(')(24

)1(0
ˆ4







 

 

kyxjxyixVبرای میدان سرعت  -11 ˆ)(ˆ2ˆ2 
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( بزرگی  بردار شتاب سیال در نقطه SI) در  

 چند متر بر مجذور ثانیه است؟ )1,1,1(
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 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 
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iمیدان سرعتی درون یک دیفیوزر با رابطه   -11
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st 1  برای کلیه مقادیرx برابر صفر است ؟ 
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 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 
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dcybyayرا به صورت   rاگر توزیع سرعت در لایه مرزی به ضخامت محلی  -16
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تقریب   23

)(سرعت در خارج لایه مرزی است، درآن صورت حاصل عبارت  Uبزنیم که درآن  dcba   در
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 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 
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ای درجه دوم تقریب اگر توزیع سرعت در لایه مرزی روی صفحه تخت در امتداد صفحه با چند جمله -11

 به ضخامت لایه مرزی برابر کدام گزینه خواهد بود؟ *جایی زده شود آنگاه نسبت ضخامت جابه
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 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 
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3yyبا استفاده از پروفیل سرعت درجه سوم به صورت  -18
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برای لایه مرزی آرام روی صفحه  

تخت حاصل 
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 ( :برابر است باضخامت لایه مرزی در موقعیتx از ابتدای صفحه بوده وU 

 سرعت جریان در خارج لایه مرزی است(

4) 46.3                   2)48.5                         3)04.5                        1)64.4  
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 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 
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در لایه مرزی آرام روی صفحه تخت، شار مومنتوم بر واحد عمق برای توزیع خطی به شکل  -19
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 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 
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به دور صورت مختلف در معرض جریان آزاد قرار   nLو  Lای به ابعاد مطابق شکل رو به رو صفحه -11

گیرد. اگر نیروی درگ وارد بر صفحه در هر دو حالت یکسان باشد، نسبت سرعت جریان آزاد در حالت می

(b)  به سرعت جریان در حالت(a) کدام است؟ 
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 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 
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ای مثلثی مطابق شکل رو به رو با سرعت بالا دستی آب از روی صفحه  -14
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 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

 

 

 

 

 

 های زیر درباره جدایش لایه مرزی صحیح است؟کدام یک از عبارت -12

 وجود گرادیان فشار در جهت جریان شرط لازم و کافی برای جدایش لایه مرزی از سطح است. (4
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 برای جدایش لایه مرزی از سطح است.وجود گرادیان فشار مثبت در جهت جریان شرط لازم  (2

 وجود گرادیان فشار منفی در جهت جریان شرط لازم برای جدایش لایه مرزی از سطح است. (3

 وجود گرادیان فشار منفی در جهت جریان شرط کافی برای جدایش لایه مرزی از سطح است. (1

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

0)( ی موازی صفحه با رابطه ناپذیر روی صفحه تخت، مولفهدر لایه مرزی جریان تراکم -13
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 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 

 

 

متر میلی 1متر از ابتدای صفحه برابر سانتی 41در لایه مرزی روی صفحه تخت، ضخامت لایه مرزی  -11

باشد. اگر ویسکوزیته سینماتیکی جریان می
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 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 
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در جریان روی صفحه تختی مطابق شکل روبرو، توزیع سرعت را در لایه مرزی به صورت  -11
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 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 
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ناپذیری چنان آرام حرکت کند طوری که بتوان در جملات اینرسی صرف نظر نمود، چنانچه سیال تراکم  -16

 در این صورت در غیاب نیروهای خارجی، معادله ناویر استوکس به کدام صورت زیر تبدیل خواهد شد؟
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 های زیر در همسایگی نقطه جدایش سیال از سطح صحیح است؟ کدام یک از گزینه -11

 دهد.، حتما در نقطه مزبور جدایش رخ میفشار در راستای جریان مثبت باشد چنان چه گرادیان (4

 فشار سیال در این همسایگی بیشینه بوده و ضخامت لایه مرزی زیاد است (2

 فشار سیال در این همسایگی کمینه بوده و ضخامت لایه مرزی دارای آهنگ رشد بالایی است. (3

 ل مقدار ناچیزی دارد.تنش برشی سیال نزدیک به صفر بوده و سرعت سیا (1

 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 

 

دو جریان جداگانه آب و هوا با سرعت و دمای یکسان از روی یک صفحه تخت و به موازات آن حرکت  -18

 های یکسان نسبت ضخامت لایه مرزی آب به ضخامت لایه مرزی هوا کدام گزینه است؟در مکان .کنندمی

 بزرگتر از یک (4

 کوچکتر از یک (2

 برابر یک (3

 های مختلف هر سه حالت ممکن استدر سرعت (1

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 

𝜗اب > 𝜗هوا →→→ 𝛿آب > 𝛿هوا 

 

 متر در معرض جریان هوایی با سرعت  3صفحه تختی به طول یک متری و عمق   -19
s

m
گیرند. قرار می 2

 باشد؟متر می( چند میلی =m1xضخامت لایه مرزی در انتهای صفحه ) لبه فرار یعنی در 

s

m2
51046.1  
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4) 5.13             2) 65.4                     3) 79.1                       1) 59.2 

 باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 
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cos(0( توزیع سرعت در راستای درون لایه مرزی به فرم  -61 CBAUU   0که در آنU  سرعت

، بیرون لایه مرزی



y

  و ،فرض شده است . مقادیر  ضخامت لایه مرزی استA  وB  وC  کدام

 است؟
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 ازای چه مقداری از گرادیان فشار  به ،h ت بین دو صفحه موازی به فاصلهکوئدر جریان  -64
dx

dp(x استای ر

 0v دبی کلی حجمی گذرا از یک مقطع دلخواه برابر صفر خواهد بود؟ سرعت صفحه بالایی .جریان است( 

 باشد.می و سرعت صفحه پایینی صفر است. ویسکوزیته سیال 
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صفحه پایینی ساکن و صفحه  hی مطابق شکل رو به رو در جریان کوئت بین دو صفحه موازی به فاصله -62

کند. اگر گرادیان فشار در راستای جریان برابر حرکت می 0V بالایی با سرعت
dx

dp  فرض شود به ازای چه
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2

0

3

0

3

0

0

2

0

00

23

02

0
10

2

6

122
0

1222232

)(
2

2
)(

00)0(

h

vhhv
q

hhvy

h

vy
h

y
udyq

y
h

v
hyyu

h
h

v
cvhu

cu

hhb






























































496 

 

 

4 )
2

0

h

v 

3 )
2

02

h

v
 

2 )
2

03

h

v
 

1 )
2

06

h

v

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

2

00

0

0
0

0

00

2
0

2
0

2
})2(

2
{

h

v

h

vh

h

vh

h

v
hy

dy

du

yyx

yyyyx























 

به صورت آرام در لوله یکنواختی با مقطع عرضی بیضی شکل با قطر  ناپذیری با لزجت جریان تراکم -63

 چنانچه گرادیان فشار در جهت جریان برابر  برقرار است. b2و قطر کوچیک  2بزرگ 
dx

dp
  باشد دبی

 حجمی برابر کدام گزینه خواهد بود؟

4) 









 dx

dp

ba

ba

)(4 22

33


 

2) 









 dx

dp

ba

ba

)( 22

33


 

3) 









 dx

dp

ba

ba

)( 22

33




 

1) 









 dx

dp

ba

ba

)(4 22

33





 باشد.صحیح می 1جواب: گزینه 

     *









2

2

2

2

dy

ud

dx

ud

dx

dp
 

توان نوشت از مقایسه با جریان درون لوله در اینجا می









2

2

2

2

1
b

y

a

x
ku :لذا 



491 

 

در )*(: uجایگذاری 












dx

dp

ba

ba
k

)(2 22

22


   

   

























udAQ

b

y

a

x

dx

dp

ba

ba
u

2

2

2

2

22

22

1
)(2 

با تغییر متغیر  cosax   و sinay   10که    و 20  :داریم 

   
 
  














 





dd

yx
uQ

dx

dp

ba

ba
u


,

,
,1

)(2

2

22

22

 

abJکه در اینجا   این ترتیب: باشد. بهمی 
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ناگهان با سرعت  =0tدر لحظه  قرار دارد. ای افقی که زیر سیال ساکنی با لزجت سینماتیکی صفحه -61

0v  در جهتx ا گیرد بای از سیال که تحت تاثیر حرکت صفحه قرار میضخامت لایه کند.حرکت می

 کدام عبارت زیر متناسب است؟
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   باشد.صحیح می 4جواب: گزینه 
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این  =0tدر لحظه  قرار دارد. =0yبالای صفحه  مطابق شکل سیال ساکنی با ویسکوزیته سینماتیکی  -61

wtvuصفحه با سرعت افقی  cos0 اگر بدانیم که سرعت در  و کندشروع به نوسان میy های متفاوت
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 باشد.صحیح می 2گزینه  جواب:
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 که در نهایت با اعمال شریط اولیه و شرایط مرزی خواهیم داشت:

 

 

توزیع سرعت در  a ,b ((b>aهای ی با تقارن محوری بین دو استوانه هم محور به شعاعادر جریان لایه -66

 جهت محور استوانه برابر است با:
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ی عریض متحرکی از میان مخزن مایع لزجی به طور عمودی با سرعت ثابت تسمه -61
0v  به سوی بالا حرکت

ای است. سرعت متوسط سیال با فرض لایه  hکند. ضخامت لایه ی سیال تشکیل شده روی تسمه برابرمی

 است. و لزجت آن  بودن جریان و توسعه یافته بودن آن برابر کدام گزینه است؟ چگالی سیال
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کند دو سیال مخلوط حرکت می vبین دو صفحه موازی افقی که پایینی ثابت و بالایی با سرعت ثابت  -68

نشدنی با چگالی 
21,   و لزجت

21,  با ضخامت یکسانh  قرار دارد. سرعت در فصل مشترک دو

 سیال کدام است؟
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بیرونی دارای ی ی داخلی ثابت و استوانهاند. استوانهدو استوانه هم مرکز دوار سیالی لزج را احاطه کرده -69

ی خارجی برابر کدام گزینه است؟گشتاور مورد نیاز برای گرداندن استوانه .باشدای ثابت میسرعت زاویه
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در جریان پایای سیالی توزیع فشار به صورت  -11  106 22  zyxpباشد. بر حسب پاسکال می

اگر چگالی سیال مقداری ثابت و برابر
3

1000
m

kg  باشد. با فرض
2

81.9
s

m
g  ای واقع شتاب حرکت ذره

 )مختصات بر حسب متر(کدام گزینه است؟ (41,2,6)در موقعیت 
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باشد. چنانچه بدانیم که سرعت ور میغوطه 0vدر جریان یکنواخت وافقی با سرعت  Rای به شعاع کره -14

iی با رابطه ABسیال در طول خط جریان 
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 باشد.صحیح می 2جواب: گزینه 
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ecrVای توزیع سرعت به صورت ناپذیر در مختصات استوانهاگر برای یک جریان تراکم -12 n ˆ.  باشد

های کدام یک از گزینه nاست آنگاه برای مقدار بردار یکه در راستای êمقداری ثابت و  c که در آن 

 زیر درست است؟

4)  1,0  nn 

3 )1,1  nn  

2 )1,0  nn  

1)  1,0,1  nnn 

 باشد.صحیح می 3جواب: گزینه 

 باید معادله ناویر استوکس ارضا شود
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 می باشد.1nیا  1nپس 

 

پر شده است. اگر  ی مسطح و مخروط دوار نشان داده شده با سیالی به لزجت فاصله بین صفحه -13

ای و با فرض وجود تنها جریان دوران کند با صرف نظر از اثرات لبه ای ثابت مخروط با سرعت زاویه

کدام یگشتاور لازم برای تداوم دوران برای مقادیر کوچک زاویه rمماسی با پروفیل خطی در هر شعاع 

 باشد؟گزینه می
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گرادیان سرعت مماسی=
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به سوی پایین جریان دارد.  aای عمودی به شعاع مطابق شکل در خارج میله فیلم مایعی با لزجت  -11

ی کافی از ابتدای میله نیروی برشی سیال با گرانش به تعادل رسیده و ضخامت فیلم ثابت در فاصله

ماند. دبی حجمی سیال کدام گزینه است؟می



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4 ) 42 14ln4  k 

2)  422 14ln4  k 

3)  422 14ln4  k 

1)  424 314ln4  k 
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کند)شکل عبور می =0yی تختی واقع در ( از روی صفحهy)در  Uجریان پایایی با سرعت افقی -11

وجود  Vی ی صفحه به اندازهرو به رو(. با توجه به متخلخل بودن صفحه یک سرعت عمود بر دیواره

 ی مرزی روی صفحه کدام گزینه است؟در لایه uدارد. توزیع سرعت 
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